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INDICES D’APTITUDE DES PROCÉDÉS

DE PRODUCTIONR. Palm �
RÉSUMÉCette note présente les prin
ipaux indi
es d'aptitude des pro
édés de produ
-tion et aborde les problèmes d'inféren
e statistique liés à 
es indi
es. Un exemplenumérique est traité par les logi
iels Minitab et SAS.

SUMMARYThis note des
ribes the main pro
ess 
apability indi
es and presents someinferential properties. A numeri
al example is analysed by using Minitab andSAS softwares.
1. INTRODUCTIONDans la produ
tion industrielle, les produits manufa
turés doivent répondreà des exigen
es de qualité. Cette qualité est souvent 
ara
térisée par une varia-ble quantitative et l'obje
tif de la fabri
ation est de garantir que 
ette variablene sorte de limites de toléran
e �xées que dans une très faible proportion des
as. Ainsi, en pratique, on 
onsidère souvent que la proportion de produits non
onformes, 
'est-à-dire pour lesquels la variable observée est hors de l'intervallede toléran
e, ne doit pas dépasser 0,1 %, et dans 
ertaines produ
tions, 
etteproportion est en
ore beau
oup plus faible et s'exprime alors en parts par million.Pour que 
et obje
tif puisse être atteint, il faut, d'une part, que le pro
édéde produ
tion soit adapté aux exigen
es de la fabri
ation et, d'autre part, que lepro
édé reste sous 
ontr�le statistique pendant la produ
tion ou, du moins, queles éventuelles modi�
ations dans le pro
édé restent su�samment modérées.Le 
ontr�le statistique en 
ours de produ
tion est assuré par l'établissementdes diverses 
artes de 
ontr�le 1 dont les premières versions ont été proposées par�Chargé de 
ours asso
ié à la Fa
ulté universitaire des S
ien
es agronomiques de Gembloux.1. En anglais : 
ontrol 
harts. 1



Shewhart, il y a plus de septante ans [Nelson, 1982℄. Des informations rela-tives à 
es 
artes de 
ontr�le sont données dans les nombreux ouvrages 
onsa
résau 
ontr�le statistique de la qualité, parmi lesquels nous 
iterons, par exemple,Cavé [1966℄, Grant et Leavenworth [1980℄, Montgomery [1991℄, Pillet[1995℄, Wheeler et Chambers [1992℄, Wheeler [1995℄. Une présentation de
es 
artes est également donnée par Palm [1996a; 1996b℄.Pour quanti�er l'aptitude d'un pro
édé à produire la proportion requise d'ar-ti
les 
onformes, des indi
es d'aptitude ou de 
apabilité des pro
édés 2 ont étéproposés et font l'objet d'une attention parti
ulière dans les publi
ations ré
entes
onsa
rées au 
ontr�le de la qualité.Même lorsqu'un pro
édé de produ
tion est sous 
ontr�le, 
'est-à-dire en l'ab-sen
e de sour
es de variation identi�ables 3, la 
ara
téristique utilisée pour dé-
rire la qualité présente en
ore une variabilité inhérente au pro
édé 4 lui-même.Elle peut don
 être dé
rite par une variable aléatoire 
ara
térisée par une distri-bution de probabilité. L'aptitude du pro
édé dépend de la relation existant entre
ette distribution, qui traduit les performan
es du pro
édé, et les spé
i�
ations,qui 
orrespondent aux exigen
es vis-à-vis du pro
édé.Nous donnerons d'abord la dé�nition des prin
ipaux indi
es d'aptitude (pa-ragraphe 2). Ensuite, nous envisagerons les problèmes d'inféren
e statistique enrelation ave
 
es indi
es (paragraphe 3). Nous examinerons alors, sur la based'un exemple numérique, les pro
édures proposées par les logi
iels Minitab etSAS pour l'étude de l'aptitude des pro
édés (paragraphe 4). En�n, nous termi-nerons par quelques remarques 
omplémentaires (paragraphe 5).Des informations plus détaillées 
on
ernant les di�érents indi
es d'aptitudepeuvent être trouvées dans les référen
es bibliographiques 
itées dans le texte,ainsi que dans le livre de Kotz et Johnson [1993℄, entièrement 
onsa
ré à 
esujet.
2. PRINCIPAUX INDICES D’APTITUDE

2.1. NotationsNous avons signalé, dans l'introdu
tion, que les indi
es d'aptitude mettenten relation les 
ara
téristiques d'un pro
édé de produ
tion et les spé
i�
ationsimposées à la produ
tion.La variable utilisée pour dé
rire le pro
édé possède une distribution de pro-babilité dont la moyenne est notée m et dont l'é
art-type est noté �. Au
unerestri
tion ne doit être faite 
on
ernant la forme de la distribution pour la dé�ni-tion des indi
es. Toutefois, pour l'interprétation des indi
es et pour les problèmesd'inféren
e statistique, l'hypothèse de normalité devra être a

eptée.2. En anglais : pro
ess 
apability indi
es, pro
ess 
apability ratios.3. En anglais : assignable 
auses variation.4. En anglais : 
ommon 
auses variation, 
han
e 
auses variation2



Les spé
i�
ations imposées à la 
ara
téristique sont généralement donnéessous la forme d'une toléran
e inférieure et d'une toléran
e supérieure 5, notées tiet ts. Ces deux valeurs permettent de dé�nir la demi-longueur de l'intervalle detoléran
e: d = (ts � ti)=2 ;ainsi que le 
entre de l'intervalle de toléran
e:m0 = (ts + ti)=2 :Un autre élément pris en 
ompte lors de la dé�nition de 
ertains indi
es estla valeur 
ible 6, m
, qui n'est pas né
essairement 
onfondue ave
 le point 
entralde l'intervalle de toléran
e.
2.2. L’indice CpCet indi
e est le rapport entre l'amplitude des variations permises, et l'ampli-tude réelle du pro
édé, 
onsidérée 
omme égale à six fois l'é
art-type et parfoisdénommée toléran
e naturelle :Cp = (ts � ti)=6� = d=3� :Si la 
ara
téristique étudiée suit une distribution normale dont la moyennese situe au 
entre de l'intervalle de toléran
e m0, il existe une relation dire
teentre l'indi
e Cp et la proportion p d'arti
les non 
onformes. Cette proportionest, en e�et, égale à: p = 2�(�3Cp) ;�(�3Cp) représentant la valeur de la fon
tion de répartition de la variable nor-male réduite pour une valeur de la variable égale à �3Cp.Ainsi, pour Cp = 1, 
ette proportion est de 0,0027 et pour Cp = 1; 33 elle estde l'ordre de 0,00006. Dans le premier 
as, les toléran
es sont situées en m0�3�et dans le se
ond 
as, elles sont situées en m0 � 4�.On 
onsidère que si l'indi
e est inférieur à l'unité, le pro
édé est inadéquat,
ompte tenu des exigen
es. Il 
onvient, dans 
e 
as, soit de revoir les toléran
es,qui sont peut-être inutilement sévères, soit d'améliorer ou de 
hanger le pro
édé,de manière à réduire l'é
art-type. Si 
et indi
e est 
ompris entre 1 et 1,33, lepro
édé est adéquat, mais né
essite un 
ontr�le d'autant plus poussé que Cp estpro
he de 1. En�n, si Cp est supérieur à 1,33, le respe
t des toléran
es ne devraitpas poser de problèmes majeurs. Bhote [1991℄ estime 
ependant qu'une valeurde 2 devrait 
orrespondre à un standard minimum.L'indi
e Cp mesure la performan
e potentielle d'un pro
édé, puisqu'il netient 
ompte que des limites de toléran
e et de la variabilité du pro
édé, lamoyenne réelle du pro
édé n'étant pas prise en 
onsidération. Cette performan
epotentielle ne peut don
 être atteinte que si la moyenne du pro
édé 
oïn
ide ave
le point 
entral de l'intervalle de toléran
e [Kane, 1986℄.5. En anglais : lower and upper spe
i�
ation limit, LSL and USL.6. En anglais : target value. 3



2.3. L’indice CpkEn tenant 
ompte de la moyenne réelle m du pro
édé, on peut 
al
uler unindi
e d'aptitude par rapport à la toléran
e inférieure et un indi
e par rapportà la toléran
e supérieure, de la façon suivante:(Cpk)i = (m� ti)Æ3� et (Cpk)s = (ts �m)Æ3� :On remarque que, quelle que soit la valeur de m, la moyenne arithmétiquede 
es deux indi
es est égale à Cp. D'autre part, si la moyenne du pro
édé
orrespond au point 
entral de l'intervalle de toléran
e, alors les deux indi
essont identiques.La prise en 
onsidération d'un seul de 
es deux indi
es se justi�e lorsque laspé
i�
ation porte sur une limite uniquement.Dans le 
as de deux limites, on dé�nit l'indi
e Cpk 
omme étant la valeurminimum des deux indi
es 
i-dessus, 
'est-à-dire aussi:Cpk = (d� jm0 �mj) =3� = (1� k)Cp ;ave
 : k = jm0 �mj=d :L'indi
e k est une mesure standardisée du dé
entrage du pro
édé et le fa
teur(1�k) est un fa
teur de rédu
tion de l'aptitude du pro
édé, suite à 
e dé
entrage.L'indi
e Cpk est don
 toujours inférieur ou égal à Cp. La di�éren
e entre 
es deuxindi
es représente l'amélioration de l'aptitude du pro
édé qu'on peut obtenir enfaisant 
oïn
ider la moyenne m du pro
édé ave
 le point 
entral de l'intervallede toléran
e.On peut noter aussi que si la moyenne réelle du pro
édé se situe hors deslimites de toléran
e, la formule donnant Cpk 
onduit à une valeur négative; dans
e 
as, on donne habituellement à l'indi
e la valeur zéro [Boyles, 1991℄. Noussupposerons, par la suite, que m est dans l'intervalle de toléran
e.Cpk prend don
 en 
ompte à la fois le paramètre de position et le paramètrede dispersion et il dé�nit l'aptitude réelle du pro
édé 
ar il exprime dans quellemesure les résultats du pro
édé sont dans l'intervalle de toléran
e. Cet indi
ene détermine pas dire
tement la proportion p d'arti
les non 
onformes 
ar deuxindi
es identiques peuvent 
onduire à des proportions di�érentes. Il donne néan-moins des limites pour 
ette proportion. En e�et, 
elle-
i est toujours telle que:�(�3Cpk) � p � 2�(�3Cpk) :
2.4. L’indice CpmL'indi
e Cpm tient 
ompte de la moyenne du pro
édé et de la valeur 
ible:Cpm = d3p�2 + (m�m
)2 = d3�0 :4



Dans 
ette relation, �0 est une expression de la variabilité du pro
édé parrapport à la valeur 
ible.Une version légèrement di�érente de 
et indi
e a également été proposée. Elles'é
rit : C�pm = (d� jm0 �m
j)=3�0 :Si la valeur 
ible 
oïn
ide ave
 le 
entre de l'intervalle de toléran
e, les deuxdé�nitions 
onduisent au même résultat. Comme nous le verrons au paragraphe4.4, le logi
iel SAS utilise 
ette dernière dé�nition.Kotz et Jonhson [1993℄ mettent en garde vis-à-vis de l'utilisation de Cpm,ou de C�pm, lorsque la moyenne 
ible ne 
oïn
ide pas ave
 le point 
entral del'intervalle de toléran
e. En e�et, dans 
e 
as, pour des limites de toléran
e etun é
art-type �xés, un même é
art jm � m
j entre la moyenne du pro
édé etla moyenne 
ible donne lieu à la même valeur de Cpm, alors que la proportiond'arti
les non 
onformes sera di�érente selon que m est plus petit ou plus grandque m
.Cpm exprime dans quelle mesure les résultats du pro
édé sont pro
hes de lavaleur 
ible. Pour des limites de toléran
e et un é
art-type � �xés, l'indi
e estmaximum quand la moyenne m du pro
édé 
oïn
ide ave
 la valeur 
ible m
. Ladi�éren
e entre Cp et Cpm représente l'amélioration de l'aptitude du pro
édéqu'on peut obtenir en faisant 
oïn
ider la moyenne réelle du pro
édé ave
 lavaleur 
ible.En�n, notons en
ore que l'indi
e Cpm peut s'exprimer dire
tement en fon
tionde Cp: Cpm = �Cp=�0 = CpÆq1 + ((m�m
)=�)2 :Cette relation montre que si m
 = m, Cpm est égal à Cp. Il en résulte aussique si m = m
 = m0, il y a identité entre Cp, Cpk et Cpm.La �gure 1 donne une représentation graphique de l'évolution de l'indi
eCpm en fon
tion de m et de m
. Pour établir 
ette �gure, nous avons 
onsidéré,arbitrairement, que les limites de toléran
e sont situées en �3 et 3 et don
 quele 
entre de l'intervalle se situe en zéro. Nous avons également 
onsidéré quel'é
art-type est égal à l'unité, 
e qui signi�e que Cp est égal à l'unité également.Les 
ourbes ont été 
al
ulées uniquement pour des valeurs positives de m
. Parsymétrie par rapport à la droite verti
ale passant par m = 0, on obtiendrait les
ourbes relatives aux valeurs négatives de m
.A�n de mieux 
omprendre la spé
i�
ité des indi
es Cpk et Cpm, on peutreporter, dans le plan (m, �), des lignes 
orrespondant à des valeurs �xées desindi
es, 
omme l'a suggéréBoyles [1991℄. La �gure 2 donne une telle représenta-tion pour des valeurs de Cp, Cpk et Cpm égales à 1 et à 0,5. Ces deux valeurs ontété retenues à titre d'illustration, bien qu'elles soient plus faibles que les valeursgénéralement admises en pratique, a�n d'obtenir un graphique suf�samment li-sible, 
ompte tenu que les unités en abs
isse et en ordonnée doivent être égales.Comme pour la �gure pré
édente, nous avons 
onsidéré, arbitrairement, que leslimites de toléran
e sont situées en �3 et 3. Cette standardisation ne modi�e en5
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Figure 1. Représentation graphique de l'indi
e Cpm, en fon
tion de la moyenne,m, du pro
édé et de la valeur 
ible, m
.rien la généralité des 
ommentaires que l'on peut émettre, puisque, par trans-formation linéaire de la variable de 
ontr�le, on peut toujours se ramener au 
asenvisagé. On a 
onsidéré également que la valeur 
ible est égale à 0,5.Les 
ouples (m, �) 
orrespondant à un indi
e Cp donné se trouvent sur unedroite horizontale située en: � = 1=Cp ;quelle que soit la valeur de la moyenne, puisque 
elle-
i n'intervient pas dans le
al
ul de l'indi
e.Compte tenu de la standardisation utilisée, l'indi
e k utilisé dans la dé�nitionde Cpk est égal au tiers de la valeur absolue de m. On a don
:Cpk = �1� jmj3 �Æ� ;ou en
ore: � = �1� jmj3 �ÆCpk :Il s'agit d'une fon
tion linéaire en jmj, qui vaut zéro en m = �3 et 1=Cpk enm = 0 (�gure 2).D'autre part, pour une valeur �xée de m, 
omprise entre les limites de tolé-ran
e, Cpk augmente lorsque � diminue et devient arbitrairement grand quand� tend vers zéro. Cette 
ara
téristique rend 
et indi
e inadapté en tant qu'unemesure du 
entrage du pro
édé : une valeur élevée de Cpk n'a, par elle-même, au-
une signi�
ation quant à la distan
e entre m et la valeur 
entrale de l'intervallede toléran
e [Boyles, 1991℄.Pour l'indi
e Cpm, on a, pour la situation étudiée, la relation:Cpm = 1Æp�2 + (m�m
)2 ;6
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Figure 2. Représentation graphique des indi
es Cp, Cpk et Cpm, en fon
tion dela moyenne m et de l'é
art-type � du pro
édé.ou en
ore: �2 = 1ÆC2pm � (m�m
)2 :Il s'agit de l'équation d'un 
er
le 
entré en m
 et de rayon égal à 1=Cpm. Les
ourbes 
orrespondant à Cpm = 1 et Cpm = 0; 5 sont don
 des demi-
er
les derayons 1 et 2, 
entrés en m
, puisque � ne peut être négatif. Dans la �gure 2,on a 
onsidéré que m
 = 0; 5; une modi�
ation de 
ette valeur 
ible entraîneraitune simple translation des demi-
er
les.Contrairement à Cpk, Cpm possède une limite supérieure quand � tend verszéro. En reprenant la dé�nition de Cpm, on voit que 
ette limite est égale à:d3jm�m
j :Par 
onséquent, pour une valeur �xée de Cpm, on peut a�rmer que la moyennedu pro
édé est toujours 
omprise dans l'intervalle:m
 � dÆ3Cpm ;ou en
ore que l'é
art jm
 �mj est toujours tel que :jm
 �mj < dÆ3Cpm :Cette a�rmation 
onduit à une interprétation 
on
rète de l'indi
e en tant quemesure du 
entrage du pro
édé [Boyles, 1991℄.
2.5. L’indice CpmkL'indi
e Cpk a été obtenu en modi�ant le numérateur de la relation donnantl'indi
e Cp et l'indi
e Cpk a été obtenu en modi�ant le dénominateur de 
ette7
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Figure 3. Représentation graphique des indi
es Cpk et Cpmk, en fon
tion de lamoyenne m du pro
édé.relation.Pearn et al. [1992℄ ont suggéré un indi
e qui 
ombine 
es deux modi�
ations;ils proposent l'indi
e Cpmk:Cpmk = d� jm0 �mj3p�2 + (m�m
)2 = CpkÆq1 + ((m�m
)=�)2 :Con
rètement, 
ela revient à rempla
er dans les formules donnant (Cpk)iet (Cpk)s l'é
art-type � par la valeur �0 et à prendre le minimum des deuxexpressions.Pour une valeur �xée de �, 
e nouvel indi
e est plus petit que Cpk, sauf sim 
oïn
ide ave
 m
, auquel 
as les deux indi
es sont identiques. Par rapportà l'indi
e Cpk, le terme ((m�m
=�)2, qui intervient au dénominateur, 
onduità une rédu
tion supplémentaire de l'indi
e du fait de l'é
art entre la moyenneréelle du pro
édé et la moyenne 
ible.D'autre part, Cpmk est également toujours inférieur ou égal à Cpm.La �gure 3 donne une représentation graphique de Cpk et de Cpmk, pour lesmêmes 
onditions que 
elles retenues pour la �gure 1. On voit immédiatementque les 
ourbes donnant Cpmk sont toujours situées sous les deux droites donnantCpk en fon
tion de m. On note aussi que 
es 
ourbes sont tangentes à la droitedonnant Cpk pour les valeurs positives de m.Les �gures 4 et 5 permettent de 
omparer, pour m
 = m0, les évolutions desindi
es Cpk, Cpm et Cpmk en fon
tion de m, d'une part lorsque Cp = 1 et d'autrepart lorsque Cp = 1; 33, en 
onsidérant, 
omme pré
édemment, un intervalle detoléran
e de 6 unités 
entré sur 0. On 
onstate que, pour m = 0 on a bien égalitédes quatre indi
es. Pour Cp = 1 et pour m 6= 0, l'ordre est le suivant (�gure 4) :Cpmk < Cpk < Cpm < Cp :8
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Figure 4. Evolution des indi
es d'aptitude en fon
tion de m lorsque m
 = m0 etCp = 1.
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Figure 5. Evolution des indi
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 = m0 etCp = 1; 33. 9



Par 
ontre, pour Cp = 1; 33 (�gure 5) on peut avoir, pour 
ertaines valeursde m, une inversion de l'ordre pour Cpk et Cpm.
3. INFÉRENCE STATISTIQUE

3.1. EstimationsAu paragraphe pré
édent, les indi
es ont été dé�nis en fon
tion des para-mètres m et � du pro
édé de produ
tion. Dans la pratique 
ependant, 
eux-
isont in
onnus et doivent don
 être estimés à partir de mesures réalisées en 
oursde produ
tion.Une première solution 
onsiste à séle
tionner, au 
ours d'une 
ourte périodede produ
tion durant laquelle le pro
édé est 
onsidéré 
omme étant sous 
ontr�le,un assez grand nombre d'arti
les et à estimer la moyenne et la varian
e à partirde 
es observations, notées xi:bm = 1n nXi=1 xi et b�2 = 1n� 1 nXi=1(xi � bm)2 :Cette appro
he se justi�e lorsqu'on souhaite dé�nir l'aptitude d'un pro
édéà un moment donné, par exemple lors de l'étude des potentialités d'une ma
hinedans le 
adre d'une étude préliminaire. Dans 
e 
as, entre 50 et 100 arti
lesproduits les uns à la suite des autres sont examinés a�n de véri�er si la ma
hineest adaptée à la produ
tion à grande é
helle.Les indi
es qui sont dé�nis à partir d'un tel é
art-type sont des indi
es d'ap-titude à 
ourt terme. Ce sont des indi
ateurs pré
isant 
e que le pro
édé est
apable de faire, pendant un temps très 
ourt, lorsque les variations dues aumilieu (température, et
.), à la main d'oeuvre, à la matière et aux méthodes ontété minimisées ou éliminées. La variabilité prise en 
ompte est la variabilité dueà la ma
hine. C'est d'ailleurs la raison pour laquelle les indi
es qui dé
oulent de
ette estimation de la variabilité s'appellent parfois indi
es d'aptitude ma
hine.Lorsqu'il s'agit d'évaluer les 
ara
téristiques du pro
édé en 
ours de produ
-tion, on utilise souvent les données 
olle
tées en vue de l'établissement de 
artesde 
ontr�le et, dans 
e 
as, on dispose généralement d'observations réalisées surdes é
hantillons su

essifs de 2 à 10 unités.Lorsque 
es é
hantillons sont de même e�e
tif, la moyenne estimée est égaleà la moyenne des moyennes des h groupes:bm = 1h hXi=1 �xi ;Si les e�e
tifs ni sont non 
onstants, des fa
teurs de pondération sont intro-duits : bm = hXi=1 ni �xiÆ hXi=1 ni :10



Pour la variabilité, deux obje
tifs di�érents peuvent être poursuivis. On peut,en e�et, s'intéresser à la variabilité à 
ourt terme, dé�nie à partir de la dispersiondans les é
hantillons, ou, au 
ontraire, s'intéresser à la variabilité à long terme,dé�nie à partir de la dispersion globale.Dans le premier 
as et pour des é
hantillons d'e�e
tifs 
onstants, une esti-mation de la varian
e est donnée par :b�2 = 1h hXi=1 b�2i :Si les é
hantillons ne sont pas d'e�e
tifs 
onstants, des fa
teurs de pondéra-tion, fon
tion de 
es e�e
tifs, sont introduits dans les relations. D'autres solu-tions peuvent en
ore être envisagées pour estimer la variabilité du pro
édé. Desinformations à 
e sujet sont données dans Palm [1996a℄.Il faut noter que la varian
e estimée à partir de la seule variabilité dans lesé
hantillons 
onduira à des indi
es re�étant l'aptitude du pro
édé si on arrivaità éliminer toutes les 
auses de variation assignables [Gunter, 1989b℄.Si l'obje
tif est de dé�nir des indi
es d'aptitude à long terme, qui re�ètentdavantage la qualité de la produ
tion, l'estimation globale de la varian
e estobtenue à partir de la somme des 
arrés des é
arts totale de l'ensemble desdonnées disponibles sur une période donnée.Disposant des estimations de la moyenne et de la varian
e du pro
édé, on peutobtenir des estimations des di�érents indi
es d'aptitude dé�nis au paragraphe2, en remplaçant, dans les formules, les valeurs de m et � par les estimations
orrespondantes bm et b�.Pour l'estimation des indi
es Cpm et Cpmk, on utilise l'estimation suivantede �02: b�02 = 1n nXi=1 (xi �m
)2 ;ou en
ore : b�02 = b�2 + ( bm�m
)2 :
3.2. Distributions d’échantillonnage et limites de confianceLes distributions d'é
hantillonnage des estimateurs des indi
es d'aptitude ontété étudiées par plusieurs auteurs [Bissel, 1990; Kotz et al., 1993; Pearn etal., 1992℄, lorsque la distribution d'é
hantillonnage de la varian
e est liée auxdistributions �2, 
e qui est le 
as pour des pro
édés dé
rits par une variablenormale. De 
es études, il résulte que les estimateurs sont biaisés, mais que 
ebiais diminue lorsque le nombre de degrés de liberté augmente.Ainsi, pour l'indi
e Cp, l'espéran
e mathématique et la varian
e de l'estima-teur sont à peu près égales à:E( bCp) �= 1(1� (3=4 q)) Cp et v( bCp) �= q(8 q + 9)(q � 2)(4 q � 3)2 C2p ;11



Tableau 1. Espéran
e mathématique et erreur-standard de l'estimateur bCp, enfon
tion de n lorsque q = n� 1. Ces valeurs doivent être multipliées par Cp.n Espéran
e Erreur-standardmathématique5 1,25 0,6610 1,09 0,3015 1,06 0,2220 1,04 0,1825 1,03 0,1650 1,02 0,11100 1,01 0,071000 1,00 0,02q étant le nombre de degrés de liberté de la varian
e estimée. Ces relationsappro
hées sont valables pour q � 15. Des relations plus 
omplexes existentlorsque q < 15 [Kotz et Johnson, 1993℄.A titre d'illustration, le tableau 1 donne, pour Cp = 1, l'espéran
e mathéma-tique et l'erreur-standard pour di�érentes valeurs de n, en 
onsidérant que q =n� 1. Pour d'autres valeurs de Cp, il su�t de multiplier les valeurs par Cp. On
onstate que le biais est inférieur à 5 % lorsque le nombre de degrés de libertéest supérieur à 15 ou 20. Il faut noter aussi qu'un estimateur non biaisé de Cppeut être obtenu, en multipliant bCp par l'inverse des espéran
es mathématiquesdonnées dans le tableau 1. En�n, on 
onstate aussi que pour q < 50 l'erreur-standard est importante, puisqu'elle dépasse 10 %.Pour obtenir des limites de 
on�an
e de l'indi
e Cp, on peut 
al
uler d'abordles limites de 
on�an
e de l'é
art-type, s1 et s2, en utilisant les distributions �2 :s1 =s q b�2�21��=2 et s2 =s q b�2�2�=2 ;�21��=2 et �2�=2 
orrespondant respe
tivement aux pour
entiles 1 � �=2 et �=2de la distribution �2 à q degrés de liberté. On en déduit alors les limites de
on�an
e de l'indi
e en remplaçant su

essivement, dans la dé�nition de Cp, lavaleur � par s1 et par s2 [Bissel, 1990℄:bCpq�2�=2=q et bCpq�21��=2=q :Kotz et Johnson [1993℄ etKotz et al. [1993℄ se sont intéressés à la distribu-tion d'é
hantillonnage de bCpk; ils donnent notamment des valeurs numériques del'espéran
e mathématique et de la varian
e de 
ette distribution, pour diversessituations 
ara
térisées par la taille de l'é
hantillon, le dé
entrage et la valeurde Cp. L'examen des valeurs fournies par 
es auteurs montrent que l'erreur-standard reste importante, même pour des é
hantillons de taille relativement12



grande. A titre d'illustration, 
onsidérons un pro
édé dont l'indi
e Cp est égal àl'unité et un e�e
tif de 40. Si l'é
art entre la moyenne et le 
entre de l'intervallede toléran
e est égal à 0, Cpk vaut 1; dans 
e 
as, l'espéran
e mathématique dela distribution de bCpk vaut 0,98 et l'erreur-standard vaut 0,12. Si l'é
art entre lamoyenne et le 
entre de l'intervalle est égal à une fois l'é
art-type du pro
édé, Cpkvaut 0,67; l'espéran
e mathématique de bCpk est égale à 0,68 et l'erreur-standardest égale à 0,10.Plusieurs solutions pour le 
al
ul des limites de 
on�an
e ont été 
omparéesparKushler et Hurley [1992℄. Leur 
on
lusion est que la relation proposée parBissel [1990℄ présente l'avantage d'être à la fois fa
ile à 
al
uler et su�sammentpré
ise: bCpk � u1��=2s 19n + bC2pk2 q ;u1��=2 étant le pour
entile 1 � �=2 de la variable normale réduite, n étant lenombre d'observations permettant d'estimer m et � et q étant le nombre dedegrés de liberté asso
ié à l'estimation de �.Des informations relatives à la distribution d'é
hantillonnage de bCpm ainsique des tableaux des valeurs de l'espéran
e mathématique et de l'erreur-standardpour di�érentes situations sont données par Kotz et Johnson [1993℄.A titre d'illustration, reprenons le pro
édé d'indi
e Cp = 1 et un e�e
tif de40. Si l'é
art entre la moyenne du pro
édé et la valeur 
ible est nulle, Cpm estégal à l'unité; l'espéran
e mathématique de bCpm vaut 1,02 et l'erreur standardvaut 0,12. Si 
et é
art est égal à l'é
art-type du pro
édé, Cpm vaut 0,71, l'espé-ran
e mathématique est égale à 0,72 et l'erreur-standard est égale à 0,07. Les
ommentaires relatifs à l'erreur-standard de l'indi
e Cp restent valables pourl'indi
e Cpm : l'erreur-standard est importante, même pour des é
hantillons detaille élevée.Kushler et Hurley [1992℄ ont 
omparé plusieurs alternatives pour le 
al
uldes limites de 
on�an
e de Cpm. Ils 
onsidèrent qu'une bonne approximation estobtenue par la méthode de Boyles [1991℄ qui propose les relations suivantes :bCpmq�2�=2=r et bCpmq�21��=2=r ;r étant le nombre de degrés de liberté à prendre en 
onsidération:r = n(1 + Æ2)21 + 2 Æ2 ave
 Æ2 = � �x�m
b� �2 :Si r est su�samment grand, on peut utiliser l'approximation normale:bCpm(1� u1��=2p1=2 r) :En�n, des formules relatives à la moyenne et à la varian
e de la distributiond'é
hantillonnage de l'indi
e Cpmk ont été proposées par Pearn et al. [1992℄ et13



des tableaux de valeurs des espéran
es mathématiques et des erreurs-standardssont données par Kotz et Johnson [1993℄. Ces auteurs ne donnent 
ependantpas de méthode pour le 
al
ul des limites de 
on�an
e de l'indi
e.Les formules relatives aux estimations et au 
al
ul des limites de 
on�an
ereprises 
i-dessus sont regroupées dans le tableau donné en annexe.
3.3. Importance de la normalité du procédéLes informations relatives aux distributions d'é
hantillonnage données auparagraphe 3.2 reposent sur l'hypothèse de normalité du pro
édé. Pour le 
al
uldes limites de 
on�an
e des indi
es Cp, Cpk et Cpm, Franklin et Wasserman[1992℄ ont proposé la méthode de réé
hantillonnage, dénommée bootstrap, quipeut s'utiliser en l'absen
e de normalité.Le prin
ipe de la méthode est d'e�e
tuer, au sein d'un é
hantillon d'e�e
tif n,un grand nombre d'é
hantillonnages indépendants les uns des autres, de mêmee�e
tif n et réalisés ave
 remise. Ensuite, pour 
ha
un de 
es é
hantillons, on
al
ule la valeur du paramètre 
onsidéré (Cp, Cpk, Cpm ou Cpmk). La distributionobservée du paramètre étudié permet alors de déterminer les limites de 
on�an
e[Dagnelie, 1998a℄.Franklin et Wasserman [1992℄ ont 
omparé trois méthodes di�érentes de
al
ul des limites de 
on�an
e des indi
es à partir de la distribution d'é
hantillon-nage obtenue par bootstrap. Ils retiennent �nalement la relation suivante:bC � u1��=2 b�
 :Dans 
ette relation, bC est la valeur estimée de l'indi
e (Cp, Cpk, Cpm ou Cpmk)par les méthodes dis
utées au paragraphe 3.1, u1��=2 est le pour
entile 1��=2de la variable normale réduite et b�
 est l'é
art-type estimé de la distribution desindi
es bC(i), obtenu pour 1000 é
hantillons bootstrap:b�
 =vuut 1999 1000Xi=1 " bC(i) � 11000 1000Xi=1 bC(i)#2 :Cette solution se base sur le 
ara
tère approximativement normal de la dis-tribution d'é
hantillonnage de l'indi
e étudié.Pour des pro
édés 
ara
térisés par des distributions normales, 
es auteurs ontmontré que la méthode de réé
hantillonnage 
onduit à des limites de 
on�an
e
omparables à 
elles obtenues par les méthodes présentées au paragraphe 3.2.Par 
ontre, pour des distributions non-normales, les méthodes du paragraphe3.2, peuvent donner des intervalles de 
on�an
e trop réduits, même dans le 
asd'e�e
tifs relativement élevés. Dans 
es situations, la méthode de réé
hantillon-nage 
onduit à des résultats meilleurs.Indépendamment des problèmes liés à l'inféren
e statistique, on peut s'inter-roger sur l'intérêt du 
al
ul des indi
es d'aptitude en présen
e de pro
édés net-tement non normaux. En e�et, la non-normalité rend di�
ile l'interprétation14



des indi
es, 
omme l'a 
lairement montré Gunter [1989a℄ pour l'indi
e Cpk,
ar des indi
es identiques peuvent 
orrespondre à des proportions d'arti
les non
onformes très di�érentes selon la nature de la distribution. Et le re
ours à unetransformation de variable dans un but de normalisation, 
omme le suggère l'au-teur, peut 
onduire à une modi�
ation sensible de l'indi
e d'aptitude.Compte tenu des 
onséquen
es de la non-normalité sur l'interprétation desindi
es et sur les méthodes d'inféren
e statistique, le prati
ien a intérêt à véri�erle 
ara
tère normal du pro
édé. Il dispose pour 
ela de méthodes graphiques etde tests statistiques [Dagnelie, 1998b℄.Parmi les méthodes graphiques, on peut 
iter la 
omparaison de l'histogram-me normé et de la fon
tion de densité de probabilité normale, la 
omparaison dupolygone de fréquen
es relatives 
umulées et de la fon
tion de répartition de lavariable normale, l'établissement du diagramme des proportions observées et desprobabilités théoriques 7 ou du diagramme de dispersion des quantiles observéset des quantiles théoriques 8, appelé en
ore diagramme des s
ores normaux 9.Le diagramme des proportions observées et des probabilités théoriques per-met de 
omparer le polygone de fréquen
es relatives 
umulées (ou fon
tion derépartition empirique) et la fon
tion de répartition théorique. Les deux axes sontdon
 gradués de 0 à 1 et, lorsqu'il y a 
on
ordan
e entre 
es deux fon
tions, lespoints 
orrespondant à 
ha
une des observations se situent sur ou à proximitéde la droite passant par l'origine et de pente unitaire. Pour 
onstruire 
e type degraphique, il est né
essaire de pré
iser la valeur de la moyenne et de l'é
art-typede la distribution normale, par exemple en estimant 
es paramètres à partir desdonnées observées. Dans le 
as d'une di�éren
e de moyennes entre la distributionobservée et la distribution théorique, le diagramme n'est pas linéaire.Le diagramme des quantiles observés et théoriques permet de 
omparer lesvaleurs observées d'une variable ave
 les quantiles de la distribution normale.Lorsqu'il y a 
on
ordan
e, les points du graphique se situent sur ou à proxi-mité d'une droite. Contrairement au diagramme pré
édent, le diagramme desquantiles ne né
essite pas la 
onnaissan
e de la moyenne et de la varian
e de ladistribution théorique. Ce diagramme fait aussi mieux ressortir que le pré
édentla présen
e de données anormales vers les extrémités de la distribution. On noteraaussi qu'un diagramme tout à fait similaire est obtenu en remplaçant les quantilesthéoriques par les valeurs 
orrespondantes de la fon
tion de répartition, 
e quirevient simplement à 
hanger les graduations d'un axe du graphique.Des informations 
on
ernant 
es graphiques sont données dans SAS [1995℄ etdans Sievers [1986℄.La normalité du pro
édé peut également être véri�ée par les tests 
lassiquesde normalité, parmi lesquels le test de Shapiro et Wilk [1965℄ est 
onsidéré
omme un des plus performants [Royston, 1982; 1988℄. Ce test est disponible7. En anglais : p-p plot, probability-probability plot.8. En anglais : Q-Q plot, quantile-quantile plot.9. En anglais : normal probability plot. 15



dans le logi
iel SAS, de même que le test �2 de Pearson, le test de Kolmo-gorov, le test d'Anderson et Darling, le test de Kramer-von Mises [SAS,1995℄.
4. EXEMPLE

4.1. DonnéesPour illustrer les notions présentées dans les paragraphes pré
édents, desdonnées ont été simulées sur la base des paramètres de position et de dispersionobservés sur des données réelles par Hare [1988℄.Cet auteur a réalisé une expérien
e destinée à étudier di�érents fa
teursin�uençant la variabilité de la quantité d'un mélange utilisé lors du remplissagede sa
hets de potage en poudre.Au 
ours de 
ette expérien
e, des é
hantillons de 
inq paquets de poudre ontété prélevés toutes les 15 minutes. Dans les 
onditions normales de produ
tionles varian
es entre les é
hantillons et dans les é
hantillons étaient de 2,37 et 1,08et l'ordre de grandeur du poids moyen était de 29 grammes.A partir de 
es informations, nous avons généré 50 é
hantillons de 
inq don-nées, sur la base du modèle suivant:xij = 29 + ui + vij (i = 1; : : : ; 50; j = 1; : : : ; 5) ;ui et vij étant des valeurs de variables normales de moyennes nulles et d'é
arts-types égaux à 1,54 pour ui et à 1,04 pour vij .Nous avons également 
onsidéré que les limites de toléran
e sont égales à 24et 33 et que la moyenne 
ible est égale à 30 grammes.Le fait que la moyenne 
ible ne soit pas située au 
entre de l'intervalle detoléran
e peut se justi�er si on 
onsidère qu'un ex
ès de poudre 
onduit plusrapidement à une détérioration du goût qu'un dé�
it de poudre. Quant au 
hoixd'une moyenne du pro
édé di�érente à la fois de la valeur 
ible et du point 
entral,elle pourrait être due à un 
hoix délibéré en vue d'une é
onomie de poudre, parexemple, ou être liée à une forme de dérèglement de l'appareil. Pour l'exemple
onsidéré, 
e 
hoix se justi�e par le souhait d'obtenir des valeurs di�érentes pour
ha
un des quatre indi
es d'aptitude.Lors de la génération des données, nous avons enregistré les valeurs de ui etvij , 
e qui nous permettra très fa
ilement, par la suite, d'étudier l'e�et de la modi-�
ation de la varian
e entre é
hantillons et de la varian
e dans les é
hantillons(paragraphe 4.4). Dans un premier temps, nous ne tiendrons pas 
ompte desdeux sour
es de variation, mais nous 
onsidérerons 
es 250 observations 
ommedes observations su

essives et indépendantes.
16



4.2. Estimation des indicesUne analyse préliminaire des 250 observations a montré que la moyenne gé-nérale de la série est de 28,894 et que l'é
art-type estimé est de 1,937. D'autrepart, la somme des 
arrés des é
arts par rapport à la valeur 
ible m
 = 30 vaut1.239,7. On a don
: b�0 =r1:239; 7250 = 2; 2268 :A partir de 
es paramètres, on peut estimer les di�érents indi
es d'aptitudedé�nis au paragraphe 2 et 
al
uler les limites de 
on�an
e par les formules don-nées au paragraphe 3.2. On trouve:m0 = (33 + 24)=2 = 28; 5 ;d = (33� 24)=2 = 4; 5 ;bCp = 4; 5(3)(1; 937) = 0; 774 ;bk = j28; 5� 28; 894j=4; 5 = 0; 088 ;bCpk = (1� 0; 088)0; 774 = 0; 706 ;bCpm = 4; 5(3)(2; 2268) = 0; 674 ;bCpmk = 4; 5� j28; 5� 28; 894j(3)(2; 2268) = 0; 615 :Les limites de 
on�an
e de l'é
art-type sont égales à:s1 =s (249)(1; 937)2294; 6 = 1; 781 et s2 =s (249)(1; 937)2207; 2 = 2; 123 ;et les limites de 
on�an
e de Cp valent don
:Cp1 = 4; 5(3)(2; 123) = 0; 707 et Cp2 = 4; 5(3)(1; 781) = 0; 842 :Les limites de 
on�an
e de Cpk sont égales à:0; 706� 1; 96s 1(9)(250) + (0; 706)22(249) ;17



soit 0,631 et 0,781.Pour 
al
uler les limites de 
on�an
e de Cpm on détermine d'abord les valeursde Æ2 et de r:Æ2 = �28; 894� 301; 937 �2 = 0; 326 et r = 250(1 + 0; 326)21 + (2)(0; 326) = 266; 1et les limites de 
on�an
e sont égales à:0; 674r222; 7266; 1 = 0; 617 et 0; 674r313; 1266; 1 = 0; 731 :Pour 
et indi
e, on peut remarquer que l'approximation normale :0; 674(1� 1; 96p1=(2)(266; 1) ;
onduit aux mêmes limites que l'utilisation de la distribution �2, du fait dunombre élevé de degrés de liberté.Rappelons que pour Cpmk, nous ne disposons pas de formule pour le 
al
uldes limites de 
on�an
e.
4.3. Analyse de l’aptitude du procédé avec MinitabLa �gure 6 a été obtenue par le logi
iel Minitab, en utilisant la ma
ropro
é-dure %CAPA [X, 1994℄.Cette �gure donne tout d'abord l'histogramme normé des 250 observations,ave
, en surimposition, la distribution normale, 
e qui permet d'appré
ier visuel-lement la normalité de la distribution. Le graphique indique aussi la toléran
einférieure et la toléran
e supérieure.Le tableau sous l'histogramme reprend, dans la première 
olonne, les di�é-rents indi
es d'aptitude. On retrouve bien, pour Cp, Cpk et Cpm les valeurs
al
ulées 
i-dessus. Ce tableau donne en
ore les indi
es (Cpk)i et (Cpk)s, notésCPL et CPU, qui ont été dé�nis au paragraphe 2.3. Par 
ontre, l'indi
e Cpmkn'est pas donné et au
une information quant aux limites de 
on�an
e des indi
esn'est fournie par 
e logi
iel.La deuxième 
olonne du tableau donne la moyenne 
ible (notée Targ), latoléran
e supérieure et la toléran
e inférieure (USL et LSL), l'indi
e k et l'e�e
-tif. La troisième 
olonne donne la moyenne estimée bm, les limites du pro
édé,bm� 3 b�, et l'é
art-type estimé b� (noté s). La quatrième 
olonne donne les pour-
entages attendus et observés de valeurs supérieures à ts et inférieures à ti. Cespour
entages sont 
al
ulés sous l'hypothèse d'un pro
édé normal de moyenne bmet d'é
art-type b�. En�n, la dernière 
olonne reprend les mêmes 
ara
téristiques,en les exprimant en parts par million, 
'est-à-dire en multipliant par 10.000 lesvaleurs de la quatrième 
olonne.La �gure 7 a été obtenue par la ma
ropro
édure %SIXPACK de Minitab.Cette pro
édure donne, de façon automatique, les six graphiques suivants:- la 
arte de 
ontr�le des moyennes,18



22 24 26 28 30 32 34

Lower Spec Upper Spec

POIDSCpCPUCPLCpkCpm TargUSLLSLkn MeanMean+3sMean-3ss0.770.710.840.710.67  30.000 33.000 24.000  0.088250.000 28.894134.704223.0840 1.9367   %>USL Exp        Obs  %<LSL Exp        Obs PPM>USL Exp        ObsPPM<LSL Exp        Obs1.701.600.580.80 1700016000 5752 8000

Indices d'aptitude

Figure 6. Résultats de l'exé
ution de la ma
ropro
édure %CAPA de Minitab.
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Figure 7. Résultats de l'exé
ution de la ma
ropro
édure %SIXPACK de Minitab.19



- la 
arte de 
ontrole des amplitudes,- le graphique des valeurs individuelles relatives aux 25 derniers é
hantillonsprélevés,- l'histogramme des 250 observations,- le graphique des s
ores normaux,- le graphique de l'aptitude du pro
édé.On notera que, pour la 
onstru
tion des trois premiers graphiques, le logi
ieltient 
ompte de la répartition des 250 observations en sous-groupes de 5 unités,alors que pour les trois derniers graphiques il n'en tient pas 
ompte.Le prin
ipe de l'établissement des 
artes de 
ontr�le des moyennes et desamplitudes a été dé
rit pré
édemment [Palm, 1996a℄. Pour la moyenne, les limi-tes de 
ontr�le sont situées en :�x� 3 b�=pn = 28; 89� (3)(1; 937)=p5 ;soit, aux erreurs d'arrondis près, en 26,30 et 31,49, la ligne 
entrale étant en28,89.Pour l'amplitude, on a:d2 b� � 3 d3 b� = (2; 326)(1; 937)� (3)(0; 864)(1; 937) ;soit, approximativement, �0; 5 et 9,5. La limite inférieure étant négative, on larempla
e par zéro. Pour 
e graphique, la ligne 
entrale est en d2 b�, soit en 4,5.Rappelons que les valeurs de d2 et d3 utilisées dans les formules 
i-dessus sontfon
tion de la taille des é
hantillons et 
orrespondent, respe
tivement, à l'espé-ran
e mathématique et à l'erreur-standard de la distribution d'é
hantillonnagede l'amplitude, lorsqu'on prélève un é
hantillon de n observations indépendantesdans une population normale réduite [Palm, 1996a℄.On 
onstate que six moyennes sur 50 sont hors des limites de 
ontr�le et que47 amplitudes sur 50 sont situées sous la ligne de 
ontr�le de la 
arte des ampli-tudes. Cette situation résulte naturellement de la variabilité entre é
hantillons,qui est plus importante que la variabilité dans les é
hantillons (paragraphe 4.1),
omme le montre d'ailleurs 
lairement le graphique des 25 derniers é
hantillons.Si on avait utilisé 
omme é
art-type une estimation basée sur la variabilité dansles é
hantillons, le nombre de moyennes situées hors des limites de 
ontr�le seraiten
ore bien plus grand; par 
ontre les amplitudes auraient été réparties de partet d'autre de la ligne 
entrale. On 
onstaterait don
 bien que le pro
édé n'estpas sous 
ontr�le en 
e qui 
on
erne la moyenne mais qu'il est sous 
ontr�le en
e qui 
on
erne la dispersion.Pour les 250 observations 
onsidérées, le graphique des s
ores normaux estapproximativement linéaire et ne permet pas de mettre en 
ause l'hypothèse denormalité.Le graphique de l'aptitude du pro
édé représente simultanément l'intervallebm � 3 b� et l'intervalle ts � ti et reprend les di�érents indi
es donnés dans la�gure 4. 20



Figure 8. Histogramme et indi
es d'aptitude obtenus par la pro
édure CAPABI-LITY de SAS.
4.4. Analyse de l’aptitude du procédé avec SASLes options o�ertes par la pro
édure CAPABILITY sont nombreuses et desinformations à 
e sujet peuvent être trouvées dans la do
umentation SAS [SAS,1991, 1995℄.La �gure 8 reprend l'histogramme des données et la 
ourbe normale ajustéeainsi que di�érents indi
es d'aptitude ave
 les limites de 
on�an
e 
orrespon-dantes.Pour les indi
es Cp et Cpk, on retrouve les estimations pon
tuelles et leslimites de 
on�an
e qui ont été 
al
ulées au paragraphe 4.2. Par 
ontre, pourl'indi
e Cpm, le résultat ne 
orrespond pas à la valeur estimée au paragraphe 4.2
ar SAS utilise l'indi
e C�pm dé�ni au paragraphe 2.4:bC�pm = 4; 5� j28; 5� 30j(3)(2; 2268) = 0; 449 ;et ne donne pas de limites de 
on�an
e lorsque m0 est di�érent de m
, 
e quiest le 
as dans 
et exemple.La �gure 8 reprend également la statistique de Shapiro-Wilk (W = 0; 984)et la probabilité asso
iée (p = 0; 537). Cette probabilité 
on�rme le 
ara
tèrenormal de la distribution.Signalons en
ore que les graphiques suivants sont également proposés parSAS :- le polygone des fréquen
es 
umulées, dénommé CDF plot,21



- le diagramme des proportions observées en fon
tion des probabilités théo-riques, dénommé P-P plot,- le diagramme des quantiles observés en fon
tion des quantiles théoriques,dénommé Q-Q plot,- le diagramme des quantiles observés en fon
tion des probabilités théo-riques, dénommé Probability plot.Ces graphiques ne sont pas repris i
i; ils 
on�rmeraient le 
ara
tère normalde la distribution des 250 observations.
4.5. Amélioration du procédéBien que l'exemple résulte de données simulées, quelques 
ommentaires peu-vent être suggérés à l'issue des 
al
uls réalisés.Quel que soit l'indi
e d'aptitude retenu, on 
onstate que les valeurs sontfaibles et que le pro
édé donne lieu à une trop grande proportion de sa
hetsdont le poids est hors des limites de toléran
e. Cette proportion est, en e�et,supérieure à 2 %. Pour améliorer la situation, il faudrait réduire la variabilité dupro
édé, et plus parti
ulièrement la variabilité entre é
hantillons.Et 
'est dans 
e but que Hare [1988℄ a réalisé l'expérien
e destinée à 
ompa-rer l'in
iden
e de di�érents fa
teurs sur la varian
e des poids des sa
hets. Pour lameilleure 
ombinaison de fa
teurs étudiés, il a obtenu une varian
e entre é
han-tillons de 0,22 et une varian
e dans les é
hantillons de 0,17, soit une division par10,8 et 6,4 des varian
es observées dans les 
onditions standards de produ
tion.Pour véri�er à quel ordre de grandeur on pourrait s'attendre pour les di�é-rents indi
es d'aptitude dans l'hypothèse où on aurait réduit e�e
tivement lesvarian
es dans de telles proportions, nous avons repris les valeurs ui et vij utili-sées pour la génération des 250 observations (paragraphe 4.1) et nous les avonsdivisées respe
tivement par 3,28 et 2,52, avant de re
al
uler une nouvelle séried'observations.Ces observations ont alors été traitées par la ma
ropro
édure %CAPA, etles résultats sont repris dans la �gure 9. La rédu
tion de la variabilité a 
ommee�et de multiplier par trois les valeurs des indi
es d'aptitude Cp et Cpk et pardeux environ l'indi
e Cpm. Par 
ontre, l'indi
e k n'est guère modi�é, puisqu'ilne dépend pas de b�.Les valeurs élevées des indi
es d'aptitude indiquent que le respe
t des tolé-ran
es ne poserait pas de problème. On 
onstate, en e�et, que les proportionsobservées et estimées de valeurs hors des limites de toléran
e sont nulles. Lepro
édé modi�é serait don
 tout à fait satisfaisant, 
ompte tenu des exigen
es.
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Figure 9. Analyse de l'aptitude du pro
édé modi�é.
5. QUELQUES REMARQUES FINALESAu paragraphe 2, nous avons dé�ni plusieurs indi
es d'aptitude des pro
édés,en pré
isant, dans la mesure du possible, les relations entre les di�érentes dé�ni-tions. L'intérêt de 
es indi
es réside dans le fait qu'ils tentent de résumer en uneseule valeur numérique plusieurs 
ara
téristiques des pro
édés de produ
tion.Bien entendu, un seul paramètre ne peut pas dé
rire de façon exhaustivetoutes les 
ara
téristiques du pro
édé. Un histogramme des données 
onstituerasouvent un 
omplément utile, notamment pour visualiser le 
ara
tère approxi-mativement normal de la distribution 
ar l'interprétation des indi
es dans le 
asde données non normales est di�
ile.Nous avons vu également que 
es indi
es ne sont pas dire
tement liés à laproportion d'arti
les non 
onformes, sauf dans le 
as de l'indi
e Cp pour autantque la moyenne du pro
édé 
orresponde au 
entre de l'intervalle de toléran
e.Il faut noter aussi, que le 
al
ul d'indi
es d'aptitude d'un pro
édé ne présenteguère d'intérêt si 
elui-
i n'est pas sous 
ontr�le [Rodriguez, 1992℄. Il est don
utile, en pratique, de véri�er d'abord si le pro
édé est stable et si les 
auses devariation assignables ont été éliminées. C'est pour 
ette raison que l'é
art-typea été estimé, dans l'exemple traité au paragraphe 4, en négligeant la répartitiondes observations en groupes. 23



En�n, signalons en
ore que di�érentes extensions ont été apportées aux in-di
es d'aptitude présentés 
i-dessus, notamment, par la dé�nition d'indi
es ro-bustes et d'indi
es multivariés [Kotz et Johnson, 1993; Pearn et al., 1992;Rodriguez, 1992; Taam et al., 1993℄.
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ANNEXEEstimation et limites de 
on�an
e des indi
es d'aptitudeti et ts: limites de toléran
em0 = (ts + ti) =2 : 
entre de l'intervalle de toléran
ed = (ts � ti) =2 : demi-longueur de l'intervalle de toléran
em
: valeur 
ible�x: moyenne observéeb�: é
art-type estimé du pro
édéq: nombre de degrés de liberté asso
ié à l'é
art-type estiméb�0 =vuut 1n nXi=1 (xi �m
)2Æ = (�x�m
) =b�r = n �1 + Æ2�2 = �1 + 2 Æ2�Indi
e Estimation Limites de 
on�an
eCp d3 b� bCpq�2�=2=q et bCpq�2�=2=qCpk d� jm0 � �xj3 b� bCpk � u1��=2s 19n + bC2pkqCpm d3 b�0 bCpmq�2�=2=r et bCpmq�21��=2=rou bCpm �1� u1��=2p1=2 r�C�pm d� jm0 �m
j3 b�0 �Cpmk d� jm0 � �xj3 b�0 �
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