
 Faculté universitaire des Centre de Recherches 
 Sciences agronomiques agronomiques 

 GEMBLOUX 
 (Belgique) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

NOTES DE STATISTIQUE 
 

ET D'INFORMATIQUE 
 

 

2003/1 
 

 

 

 

LE POSITIONNEMENT MULTIDIMENSIONNEL : 
PRINCIPES ET APPLICATION 

 

 

 

 

R. PALM 
 



LE POSITIONNEMENT MULTIDIMENSIONNEL :

PRINCIPES ET APPLICATIONR. Palm �
RÉSUMÉCette note dé
rit quelques méthodes de positionnement multidimensionnelpour des tableaux à deux entrées ave
 un fa
teur et pour des tableaux à troisentrées ave
 deux fa
teurs. Les méthodes sont illustrées par un exemple traitépar la pro
édure MDS du logi
iel SAS.

SUMMARYThis note des
ribes some multidimensional s
aling methods for two-way, one-mode tables and for three-way, two-mode tables. The methods are illustrated byan example pro
essed by PROC MDS of SAS software.
1. INTRODUCTIONLe positionnement multidimensionnel 1 regroupe diverses méthodes permet-tant d'estimer les 
oordonnées d'un ensemble d'objets dans un espa
e de dimen-sion spé
i�ée, à partir de la 
onnaissan
e des proximités entre 
es objets.Ces méthodes ont d'abord été développées dans le domaine des s
ien
eshumaines, en psy
hologie notamment, mais sont utilisées également dans less
ien
es biologiques, parfois sous le nom de méthodes d'ordination 2.Il existe une grande variété de méthodes d'analyse regroupées sous le termegénérique de positionnement multidimensionnel. Ces méthodes varient en fon
-tion de la nature du tableau de départ qui est analysé et des algorithmes de 
al
ulmis en oeuvre. Toutes ont en 
ommun d'aboutir à une représentation graphiquedes objets dans un espa
e de dimension préalablement �xée.�Chargé de 
ours asso
ié à la Fa
ulté universitaire des S
ien
es agronomiques de Gembloux.1. En anglais : multidimensional s
aling.2. En anglais : ordination methods. 1



Après un bref examen des types de tableaux de données pouvant faire l'objetdu positionnement multidimensionnel (paragraphe 2), nous présentons les mé-thodes 
lassiques, destinées à traiter des tableaux 
arrés symétriques 
ontenantdes mesures de proximité entre 
ouples d'objets (paragraphe 3). Ensuite nousexaminons 
omment on peut traiter simultanément plusieurs tableaux de 
e type(paragraphe 4). Nous dis
utons alors les problèmes liés à l'interprétation des ré-sultats (paragraphe 5), et nous donnons quelques informations 
omplémentaires(paragraphe 6) avant de 
on
lure (paragraphe 7).Les di�érentes méthodes dé
rites sont illustrées par un exemple traité parla pro
édure MDS du logi
iel SAS [SAS, 1989 ℄ et plusieurs �gures reprennentdire
tement des extraits des do
uments de sortie obtenus par 
e logi
iel. On no-tera que des di�éren
es peuvent exister entre les résultats fournis par les logi
iels,les méthodes et les algorithmes de 
al
uls utilisés pouvant varier d'un logi
iel àl'autre.Dans 
ette note, nous ne passons pas en revue toutes les méthodes de posi-tionnement multidimensionnel proposées dans la littérature. Au 
ontraire, nousnous limitons à des méthodes destinées à l'analyse de tableaux de stru
turesbien parti
ulières. Des informations plus détaillées relatives aux méthodes dé-
rites dans 
ette note, mais aussi 
on
ernant d'autres méthodes, peuvent êtretrouvées dans les ouvrages 
onsa
rés au positionnement multidimensionnel etnotamment dans Borg et Groenen [1997℄, Cox et Cox [2001℄, Everitt etRabe-Hesketh [1997℄ et Kruskal et Wish [1978℄.En�n, signalons en
ore que les méthodes examinées dans 
ette note dé
riventles proximités entre les objets par des modèles spatiaux, puisqu'on 
her
he à re-présenter les objets par l'estimation de leurs 
oordonnées dans un espa
e dedimension �xée. Une autre appro
he pour l'analyse des données de proximitérepose sur la représentation des objets sous la forme d'arbres ou de dendro-grammes. Cet aspe
t ne sera pas abordé i
i. Des informations à 
e sujet sontdonnées dans Everitt et Rabe-Hesketh [1997℄.
2. TABLEAUX DES PROXIMITÉS

2.1. Similarité, dissimilarité, dominanceNous avons signalé, dans l'introdu
tion, que le point de départ des méthodesde positionnement multidimensionnel est le tableau des proximités entre objets.Ces proximités peuvent être des indi
es de dissimilarité, qui indiquent dans quellemesure deux objets sont di�érents, ou, au 
ontraire, des indi
es de similarité, quiindiquent dans quelle mesure deux objets sont semblables.Les indi
es de similarité peuvent être transformés en indi
es de dissimilaritépar la relation : dissimilarité = 
� similarit�e ;
 étant une 
onstante, en général égale à l'unité ou à 100, 
ar les indi
es sont leplus souvent 
ompris entre 0 et 1 ou entre 0 et 100.2



Certains indi
es de dissimilarité portent le nom de distan
es. Une matri
ede dissimilarités, dont les éléments sont notés Æij (i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; n),ave
 Æii = 0 pour tout i, est appelée matri
e de distan
es ou métrique, si, pourtout triplet h, i, et j, on a la relation suivante, 
onnue sous le nom d'inégalitétriangulaire : Æij + Æih � Æjh :De telles matri
es jouissent de propriétés parti
ulières. Elles sont notammenttoujours symétriques et leurs éléments sont toujours non négatifs. Un exempletypique de matri
e de distan
es est la matri
e des distan
es eu
lidiennes entre
ouples d'objets dé�nis par leurs 
oordonnées, yik et yjk , dans un espa
e à pvariables : Æij = " pXk=1 (yik � yjk)2#1=2 :De manière plus générale, une matri
e de distan
es est dite eu
lidienne si lesn objets peuvent être représentés dans un espa
e eu
lidien, tel que la distan
eentre les objets i et j dans 
et espa
e soit égale à Æij .De nombreux indi
es de proximité peuvent être 
al
ulés lorsque les objetssont dé�nis par des variables quantitatives et/ou binaires. Une dis
ussion etdes listes de tels indi
es peuvent être trouvées, notamment dans Chandon etPinson [1981℄, Everitt [1993℄, Everitt et Rabe-Hesketh [1997℄, Legendreet Legendre [1984℄. Un exemple de 
al
ul de proximités à partir de variablesbinaires sera donné au paragraphe 3.Les proximités peuvent parfois aussi être observées dire
tement ou résulterd'un jugement subje
tif, sans que les objets soient dé
rits par des variables. C'est,notamment, le 
as si on demande à un juge, au 
ours d'un test de dégustation,d'attribuer une note, par exemple de 0 à 5, qui quanti�e la di�éren
e de goûtentre paires de produits : on obtient alors une matri
e symétrique reprenant lesn(n � 1)=2 notes relatives à toutes les paires de produits, mais on ne disposepas d'une matri
e dont les lignes sont les produits et dont les 
olonnes sont desvariables.Une autre forme de matri
e de départ pour le positionnement multidimen-sionnel est la matri
e de dominan
e, 
omme par exemple la matri
e de dimen-sions n� n dont l'élément Æij représente la proportion de fois que le produit i aété préféré au produit j, à l'issue d'un test de dégustation de n produits soumisà plusieurs juges.D'une manière générale, nous 
onsidérons par la suite que les 
ouples d'objetssont 
ara
térisés par leur proximité Æij , dont la valeur est d'autant plus grandeque les objets sont di�érents. Cette proximité peut être une distan
e, une dissi-milarité ou le résultat de la transformation d'une similarité en une dissimilarité.
2.2. Structure des tableaux de donnéesDes tableaux de stru
tures di�érentes peuvent faire l'objet du positionnementmultidimensionnel. Les situations les plus 
ourantes sont reprises 
i-dessous.3



Le premier 
as est 
elui d'un tableau symétrique de dimensions n� n, dontl'élément Æij est la proximité entre l'objet i et l'objet j. Dans un tel tableau, onretrouve les mêmes objets en lignes et en 
olonnes. Le point de départ est don
identique au point de départ d'une 
lassi�
ation numérique.Le positionnement multidimensionnel des objets à partir d'un tel tableausera examiné au paragraphe 3. Nous illustrerons la méthode en 
onsidérant lamatri
e de proximités relatives à 9 stations situées sur la Meuse et la Sambre,les proximités étant dé�nies à partir de la présen
e ou l'absen
e de 12 moussesaquatiques lors de relevés réalisés à un moment donné [Vanderpoorten, 2000℄.Une situation légèrement di�érente 
orrespond au 
as d'un tableau 
arré,de dimensions n � n, qui serait non symétrique. On retrouve les mêmes objetsen lignes et en 
olonnes, mais la proximité Æij n'est pas né
essairement égaleà Æji. Un tel tableau pourrait résulter de la 
omparaison de produits évoquéeau paragraphe pré
édent; Æij 
orrespondrait à la proximité des produits i et jlorsque i est goûté en premier lieu et Æji 
orrespondrait à la proximité des mêmesproduits lorsque j est goûté en premier lieu.Les tableaux évoqués 
i-dessus sont quali�és de tableaux à deux entrées etun fa
teur 3, qu'ils soient symétriques ou non.Lorsque les proximités entre objets sont évaluées par di�érentes personnesou à di�érentes dates par exemple, on dispose d'un tableau de proximités à troisdimensions ave
 deux fa
teurs 4. Chaque tran
he d'un tel tableau 
orrespondaux données fournies par une personne ou obtenues à une date, et on trouveles mêmes objets en lignes et en 
olonnes. Un ensemble de matri
es 
arrées
ontenant les 
orrélations entre n variables à di�érents moments est égalementun exemple 
lassique de données à trois dimensions et deux fa
teurs.Nous examinerons l'analyse d'un tel tableau au paragraphe 4. Nous repren-drons le tableau des proximités des 9 stations évoqué 
i-dessus et nous y ajoute-rons un tableau équivalent 
onstruit à partir d'observations réalisées quinze ansplus tard [Vanderpoorten, 2000℄.En�n, on ren
ontre également des tableaux à deux entrées dans lesquels leslignes et les 
olonnes 
orrespondent à des ensembles d'objets di�érents. De telstableaux, à deux dimensions et à deux fa
teurs 5, sont le plus souvent de formere
tangulaire. Un tableau donnant les valeurs des taux d'apparition de di�érentssympt�mes (en 
olonnes) en fon
tion de la maladie (en lignes) est un exemplede 
e type de données. Nous n'envisagerons pas 
e 
as dans 
ette note. Desinformations à 
e sujet sont données par Rabe-Hesketh [1997℄, notamment.3. En anglais : two-way, one-mode.4. En anglais : three-way, two-mode.5. En anglais : two-way, two-mode.
4



3. TABLEAU À DEUX ENTRÉES ET UN FACTEUR

3.1. Positionnement métriqueLe positionnement multidimensionnel a d'abord été développé pour la repré-sentation, dans un espa
e de dimension q �xée, d'un tableau de données à deuxentrées ave
 un fa
teur, 
'est-à-dire d'un tableau, de dimensions n�n, 
ontenantles proximités entre les paires d'objets.Positionner un objet i (i = 1; : : : ; n) dans un espa
e de dimension q revientà déterminer ses 
oordonnées xik (k = 1; : : : ; q) sur les q axes qui dé�nissent
et espa
e. Le but est de représenter les n objets dans 
et espa
e de manière à
e que les distan
es entre les points dans l'espa
e de dimension q 
orrespondentaussi bien que possible aux proximités observées entre les objets, données dansla matri
e initiale.Soit Æij la proximité observée entre l'objet i et l'objet j et soit dij la distan
eentre 
es mêmes objets dans l'espa
e de représentation de dimension q. Si 
ettedernière distan
e est eu
lidienne, 
omme dans la plupart des appli
ations, on a :dij = " qXk=1 (xik � xjk)2#1=2 ;xik étant la 
oordonnée de l'objet i sur l'axe k.Une solution relativement naturelle pour positionner les objets 
onsiste àdéterminer les 
oordonnées xik des n objets de manière à minimiser la sommedes 
arrés des é
arts : Xi<j (dij � Æij)2 ;la somme étant étendue aux n(n� 1)=2 paires d'objets.Une telle appro
he suppose impli
itement que la relation entre Æij et dij estdu type : Æij = dij + eij ;eij représentant l'erreur liée au fait que les proximités ne 
orrespondent pasexa
tement à une 
on�guration dans un espa
e de dimension q.Ce modèle est parti
ulièrement rigide et une solution un peu plus 
ompliquée,mais plus souple, revient à 
onsidérer que la relation entre Æij et dij est du type :Æij = � dij + eijou Æij = �+ � dij + eij ;ou, de manière plus générale en
ore :Æij = f(dij) + eij ;f(dij) étant une fon
tion quel
onque 
hoisie par l'utilisateur.5



Les quantités : bdij = f(dij)sont les distan
es transformées ou ajustées 6.L'ajustement du modèle revient à trouver, d'une part, les valeurs optimalesdes 
oordonnées des objets dans l'espa
e de dimension q, qui déterminent lesvaleurs des distan
es dij et, d'autre part, les paramètres de la fon
tion f(dij),par exemple la valeur � ou les valeurs � et � dans le 
as des modèles 
i-dessus,qui déterminent les distan
es ajustées bdij .Deux appro
hes sont utilisées pour l'ajustement du modèle. Certains logi
ielsutilisent le 
ritère du maximum de vraisemblan
e et d'autres, 
omme le logi
ielSAS, utilisent un 
ritère des moindres 
arrés non linéaires. Dans 
e 
as, paranalogie ave
 les modèles de régression, on minimise la somme des 
arrés deserreurs : Xi<j [Æij � f(dij)℄2 =Xi<j e2ij ;ou, 
e qui revient au même, le 
ritère d'ajustement 7 suivant :vuutXi<j e2ij�Xi<j Æ2ij :Nous verrons, au paragraphe 5.1, qu'il existe des variantes à 
e 
ritère d'ajus-tement.La présentation du modèle 
i-dessus 
orrespond au modèle de régression pro-posé dans la pro
édure MDS du logi
iel SAS. D'autres présentations sont pos-sibles. Ainsi, De Soete et Carrol [1998℄, Everitt et Rabe-Hesketh [1997℄et Kruskal et Wish [1978℄ é
rivent le modèle de la manière suivante :dij = f(Æij) + eij ;alors que pour Berg et Groenen [1997℄ et Young [1985℄, le modèle est :f(Æij) = dij + eij :Les résidus sont alors les é
arts entre les distan
es dij et les proximités transfor-mées f(Æij), 
omme 
'est d'ailleurs le 
as pour le logi
iel SAS pour le position-nement non métrique (paragraphe 3.2).A titre d'illustration, nous reprenons les données de Vanderpoorten [2000℄relatives à la présen
e ou à l'absen
e de 12 bryophytes aquatiques dans 9 sta-tions situées sur la Meuse et sur un de ses a�uents, la Sambre. Ces donnéessont reprises en annexe. Les stations de la Meuse sont, de l'amont vers l'aval :Anseremme, La Plante, Andenne, Ivoz-Ramet, l'île de Monsin et Visé. Les deuxpremières stations se situent en amont de la 
on�uen
e de la Sambre et de laMeuse. Les stations de la Sambre sont Charleroi, Flore�e et Namur. Par la suite,6. En anglais :�tted distan
es, target distan
es, optimally s
aled distan
es, disparities.7. En anglais : badness of �t 
riterion, stress, stress-1.6



Badness-of-Fit Change in Convergen
eIteration Type Criterion Criterion Measure______________________________________________________________0 Initial 0.0945 . 0.81321 Lev-Mar 0.0501 0.0444 0.59012 Gau-New 0.0405 0.009553 0.04773 Gau-New 0.0405 0.0000452 0.003653Convergen
e 
riterion is satisfied.Figure 1. Positionnement métrique : ajustement du modèle.dans les di�érentes �gures, 
es stations seront représentées par des abréviationsdu nom, pré
édées de la lettre M ou S, selon qu'il s'agit d'une station de laMeuse ou de la Sambre. Les observations ont été réalisées en 1972 et 1997. Dans
e paragraphe, nous ne prenons en 
onsidération que les données de 1972; lesautres observations seront utilisées au paragraphe 4.A partir des données de présen
e ou absen
e des 12 bryophytes, nous avons
al
ulé la matri
e des 
oe�
ients de similitude de Sokal etMi
hener, qui est laproportion de 
o-présen
es et 
o-absen
es. Ainsi, par exemple, pour les stationsd'Ivoz-Ramet et de Anseremme, 4 plantes sont absentes des deux relevés et 3plantes sont présentes dans les deux relevés, les 5 autres plantes ne sont présentesque dans un des deux relevés. Le 
oe�
ient de similitude est par 
onséquentégal à 7/12, soit 0,58. Le 
hoix du 
oe�
ient de Sokal et Mi
hener se justi�edans 
et exemple, 
ar on peut estimer que la 
o-absen
e d'une plante doit êtreprise en 
onsidération, au même titre que la 
o-présen
e pour la mesure de laressemblan
e des stations.Les 
oe�
ients de similitude ont été transformés en 
oe�
ients de dissimila-rité, en prenant le 
omplément à l'unité et en exprimant le résultat en pour-
ent.Pour Anseremme et Ivoz-Ramet, la proximité est, par exemple, égale à 42. Nousne reproduisons pas i
i toutes les proximités entre 
ouples de stations. Celles-
i�gureront dans les do
uments de sorties examinés par la suite.La matri
e des proximités, de dimensions 9� 9 a été analysée ave
 le logi
ielSAS, en utilisant le modèle suivant :Æij = �+ � dij + eij :La �gure 1 donne les informations relatives à la pro
édure d'ajustement. Les dif-férentes lignes 
orrespondent aux itérations su

essives. Pour 
ha
une de 
elles-
i, la �gure pré
ise la nature de l'itération réalisée, la valeur du 
ritère de qualitéd'ajustement, la variation de 
e 
ritère par rapport à l'itération pré
édente et une7



Obs _TYPE_ Station Dim1 Dim21 CRITERION 0.0405 .2 CONFIG M_ANS 2.0774 -0.630503 CONFIG M_PLANT 1.6542 -0.320874 CONFIG M_AND 1.6242 0.651015 CONFIG M_IVOZ -0.2603 0.292046 CONFIG M_MONS -0.4428 0.945077 CONFIG M_VISE -0.7065 -0.009888 CONFIG S_NAM -1.1504 -0.275229 CONFIG S_CHAR -1.6292 -0.4191810 CONFIG S_FLOR -1.1665 -0.2324611 INTERCEPT -1.1405 .12 SLOPE 17.9183 .Figure 2. Positionnement métrique : 
oordonnées des stations dans le plan.mesure de 
onvergen
e du pro
essus d'itération. Des informations plus détailléesà 
e sujet sont données dans SAS [1989℄. Le 
ritère de qualité d'ajustement dé-�ni 
i-dessus est égal à 0,04 pour la dernière itération. La faible valeur de 
e
oe�
ient montre que la représentation géométrique dans l'espa
e de dimension2, qui est la dimension par défaut, respe
te très bien les proximités entre lesstations. Nous dis
uterons, au paragraphe 5.2, le 
hoix de 
ette dimension.

Figure 3. Positionnement métrique : représentation des stations dans le plan.8



La �gure 2 reprend, notamment, les 
oordonnées des stations dans l'espa
ede dimension 2 ainsi que les valeurs estimées b� et b� du modèle. Ces 
oordonnéespermettent de réaliser la représentation graphique des stations (�gure 3).Pour l'axe 1, les stations de la Sambre se situent à gau
he de la �gure,alors que les trois stations de la Meuse les plus en amont se situent à droitedu graphique, les stations de la Meuse les plus en aval o

upant une positionintermédiaire. Cet axe est lié à la ri
hesse en bryophytes. En e�et, la 
orrélationentre les 
oordonnées des stations sur 
et axe et le nombre d'espè
es présentesest de 0,987. Dans les stations de la Sambre, on observe au maximum une espè
ede bryophyte; dans les stations de l'aval de la Meuse, on observe entre 2 et4 espè
es et dans les stations de l'amont le nombre d'espè
es est de 7 ou 8. Cenombre d'espè
es est lui-même à mettre en relation ave
 le degré de pollutiondes eaux à l'époque des observations. Les eaux de la Sambre, subissant une fortepollution liée aux industries de la région de Charleroi, étaient nettement pluspolluées que les eaux de la Meuse. Le débit important de la Meuse diluait 
ettepollution, 
e qui explique que la station d'Andenne, bien que située en aval dela 
on�uen
e se trouve, sur la �gure 3, à proximité des stations d'Anseremmeet de La Plante. Le bassin industriel liégeois était, par 
ontre, une nouvellesour
e importante de pollution, responsable de l'appauvrissement de la bryo�oreaquatique [Vanderpoortern, 2000℄.Nous verrons, au paragraphe 5.3, que la dire
tion 
orrespondant à la ri
hesseen bryophytes peut être déterminée de façon plus pré
ise et 
orrespond à ladroite représentée en traits dis
ontinus dans la �gure 3.La �gure 4 donne, pour 
haque 
ouple de stations, les proximités Æij , lesdistan
es eu
lidiennes dij entre stations dans l'espa
e de dimension 2, la trans-formation linéaire de 
es distan
es f(dij) et les résidus eij . Les proximités entre
ouples, qui sont don
 les dissimilarités dont nous avons expli
ité le 
al
ul 
i-dessus, permettraient de re
onstituer la matri
e, de dimensions 9 � 9, qui sertde point de départ à la pro
édure MDS du logi
iel SAS.Nous allons examiner plus en détail le 
ouple de stations Ivoz-Ramet et An-seremme, pris à titre d'exemple. On peut véri�er que la distan
e entre 
es deuxstations dans l'espa
e de dimension 2 (�gure 3) est bien égale à :q[2; 0774� (�0; 2603)℄2 + [�0; 63050� 0; 29204℄2 = 2; 5131 ;les nombres intervenant dans l'expression 
i-dessus étant les 
oordonnées desdeux stations reprises dans la �gure 2. La distan
e transformée s'obtient par larelation suivante : �1; 1405+ (17; 9183)(2; 5131) = 43; 89 ;et le résidu est égal à : 42� 43; 89 = �1; 89 ;la proximité des deux stations étant égale à 42.La somme des 
arrés des proximités reprises dans la 
olonne DATA de la�gure 4 et la somme des 
arrés des résidus sont respe
tivement égales à 49.4259



Obs _ROW_ _COL_ DATA DISTANCE TRANDIST RESIDUAL1 S_FLOR S_NAM 0 0.04569 -0.3218 0.321812 M_PLANT M_ANS 8 0.52438 8.2554 -0.255373 M_MONS M_IVOZ 8 0.67807 11.0094 -3.009354 M_VISE M_IVOZ 8 0.53874 8.5127 -0.512705 S_NAM M_VISE 8 0.51720 8.1268 -0.126816 S_CHAR S_NAM 8 0.49999 7.8184 0.181627 S_FLOR M_VISE 8 0.51108 8.0171 -0.017058 S_FLOR S_CHAR 8 0.49896 7.8000 0.200059 M_AND M_PLANT 17 0.97235 16.2822 0.7177710 M_VISE M_MONS 17 0.99068 16.6107 0.3893011 S_NAM M_IVOZ 17 1.05552 17.7726 -0.7725912 S_CHAR M_VISE 17 1.00947 16.9474 0.0526113 S_FLOR M_IVOZ 17 1.04708 17.6214 -0.6213914 M_AND M_ANS 25 1.35928 23.2153 1.7846715 S_NAM M_MONS 25 1.41060 24.1349 0.8650816 S_CHAR M_IVOZ 25 1.54268 26.5017 -1.5016717 S_FLOR M_MONS 25 1.38214 23.6250 1.3749718 M_IVOZ M_PLANT 33 2.01019 34.8785 -1.8785319 M_IVOZ M_AND 33 1.91840 33.2338 -0.2337820 S_CHAR M_MONS 33 1.80797 31.2551 1.7449321 M_IVOZ M_ANS 42 2.51312 43.8903 -1.8902822 M_MONS M_PLANT 42 2.44952 42.7506 -0.7505623 M_MONS M_AND 42 2.08788 36.2706 5.7294024 M_VISE M_PLANT 42 2.38105 41.5238 0.4762025 M_VISE M_AND 42 2.42259 42.2680 -0.2680326 M_MONS M_ANS 50 2.97220 52.1162 -2.1161627 M_VISE M_ANS 50 2.85220 49.9659 0.0340728 S_NAM M_PLANT 50 2.80498 49.1199 0.8801029 S_NAM M_AND 50 2.92517 51.2734 -1.2733630 S_FLOR M_PLANT 50 2.82211 49.4267 0.5732831 S_FLOR M_AND 50 2.92726 51.3109 -1.3109432 S_NAM M_ANS 58 3.24731 57.0456 0.9543933 S_CHAR M_PLANT 58 3.28490 57.7191 0.2809034 S_CHAR M_AND 58 3.42496 60.2288 -2.2288135 S_FLOR M_ANS 58 3.26825 57.4209 0.5790936 S_CHAR M_ANS 67 3.71265 65.3837 1.61635Figure 4. Positionnement métrique : proximités Æij (DATA), distan
es dij (DIS-TANCE), distan
es transformées f(dij) (TRANDIST) et résidus eij (RESI-DUAL).
10



Tableau 1. Régression monotone 
roissante de y sur x : valeurs ajustées obtenuesaux étapes su

essives. Etapesi xi yi by(0)i by(1)i by(2)i by(3)i by(4)i1 10 0,66 0,66 0,66 0,66 0,66 0,662 16 0,76 0,76 0,74 0,74 0,74 0,743 18 0,72 0,72 0,74 0,74 0,74 0,744 19 0,82 0,82 0,82 0,82 0,82 0,825 27 1,25 1,25 1,25 1,25 1,18 1,166 29 1,35 1,35 1,35 1,15 1,18 1,167 32 0,95 0,95 0,95 1,15 1,18 1,168 35 1,10 1,10 1,10 1,10 1,10 1,169 37 1,42 1,42 1,42 1,42 1,42 1,4210 43 1,51 1,51 1,51 1,51 1,51 1,51et 81,03. A partir de 
es deux valeurs, on retrouve la valeur du 
ritère de qualitéde l'ajustement donnée dans la �gure 1 :p81; 03=49:425 = 0; 0405 :
3.2. Positionnement non métriqueAlors que dans le positionnement métrique on 
onsidère un modèle du type :Æij = f(dij) + eij ;la nature de la fon
tion f(dij) étant déterminée a priori, le positionnement nonmétrique fait appel à la notion de régression monotone 
roissante dont nousallons d'abord présenter le prin
ipe sur base d'un exemple arti�
iel.Le tableau 1 donne 10 
ouples d'observations (xi; yi), 
lassés par ordre 
rois-sant des valeurs xi. Ces 
ouples sont les données de départ et l'obje
tif est dedéterminer les valeurs byi qui respe
tent les 
ontraintes suivantes :a) les valeurs byi doivent être non dé
roissantes;b) la somme des 
arrés des é
arts entre les valeurs yi et byi doit être minimum.La détermination des byi se fait par étapes su

essives, en dé�nissant desvaleurs ajustées temporaires qui peuvent faire l'objet de modi�
ations ultérieuresde manière à satisfaire les 
ontraintes. Pour l'exemple, 
es valeurs sont reprisesdans le tableau 1.Une première série de valeurs ajustées by(0)i est obtenue en posant by(0)i = yipour toutes les lignes du tableau. On re
her
he ensuite la première valeur ajustée11



qui ne véri�e pas la 
ondition de non-dé
roissan
e. Pour l'exemple, il s'agit de lavaleur 
orrespondant à la troisième ligne. On pro
ède alors à une modi�
ationdes valeurs ajustées, de manière à assurer la non-dé
roissan
e :by(1)2 � by(1)3 ;tout en rendant minimum l'expression :�y2 � by(1)2 �2 + �y3 � by(1)3 �2 :La solution est : by(1)2 = by(1)3 = (y2 + y3)=2 = 0; 74 :Après 
ette modi�
ation, les valeurs ajustées by(1)i sont non dé
roissantes jus-qu'à la ligne 6. On peut don
 dé�nir :by(2)6 = by(2)7 = (y6 + y7)=2 = 1; 15 :Cette 
orre
tion a 
ependant 
omme e�et de ne plus assurer la non-dé
rois-san
e pour les lignes 5 et 6. Une révision de la solution 
onduit aux résultatssuivants : by(3)5 = by(3)6 = by(3)7 = (y5 + y6 + y7)=3 = 1; 18 :Une dé
roissan
e s'observe en
ore à la huitième ligne. L'élimination de 
elle-
i
onduit aux valeurs ajustées suivantes :by(4)5 = by(4)6 = by(4)7 = by(4)8 = (y5 + y6 + y7 + y8)=4 = 1; 16 :A la suite de 
ette dernière modi�
ation, on obtient les valeurs ajustées quisont bien toutes non dé
roissantes. Les valeurs by(4)i sont don
 les valeurs ajustées�nales : byi = by(4)i :Ces valeurs 
onstituent une transformation monotone 
roissante des valeursx. Cela signi�e que si on porte sur un graphique les byi en fon
tion des xi et qu'onrelie les points 
orrespondant aux xi su

essifs, les segments de droite ne sontjamais dé
roissants.Les �gures 5 à 7 donnent les résultats du positionnement non métrique obte-nus par le logi
iel SAS pour les stations de la Meuse et de la Sambre. Le modèleretenu par 
e logi
iel est le suivant :t (Æij) = dij + eij ;le 
ritère d'ajustement à minimiser étant :Xi<j [t(Æij)� dij ℄2�Xi<j [t(Æij)℄2 :12



Convergen
e MeasuresBadness-of-Fit Change in _____________________Iteration Type Criterion Criterion Monotone Gradient__________________________________________________________________0 Initial 0.0947 . . .1 Monotone 0.0906 0.004172 0.0288 0.82172 Lev-Mar 0.0445 0.0461 . .3 Monotone 0.0399 0.004594 0.0148 0.42494 Gau-New 0.0397 0.000204 . .5 Monotone 0.0380 0.001615 0.0113 0.39226 Gau-New 0.0368 0.001208 . .7 Monotone 0.0363 0.000514 0.006255 0.29838 Gau-New 0.0347 0.001659 . 0.01149 Gau-New 0.0347 2.2331E-6 . 0.001564Convergen
e 
riteria are satisfied.Figure 5. Positionnement non métrique : ajustement du modèle.Obs _TYPE_ Station Dim1 Dim21 CRITERION 0.03466 .2 CONFIG M_ANS 2.05162 -0.657663 CONFIG M_PLANT 1.67003 -0.282644 CONFIG M_AND 1.64618 0.634095 CONFIG M_IVOZ -0.26416 0.261436 CONFIG M_MONS -0.44926 0.940837 CONFIG M_VISE -0.70501 -0.001428 CONFIG S_NAM -1.21089 -0.155559 CONFIG S_CHAR -1.52741 -0.5840610 CONFIG S_FLOR -1.21110 -0.15501Figure 6. Positionnement non métrique : 
oordonnées des stations dans le plan.Dans 
es expressions, la notation t(Æij) représente la transformation monotonedes Æij . En relation ave
 la présentation de la régression monotone 
i-dessus, onvoit que les distan
es dij entre les stations dans le plan jouent le r�le des yi, queles proximités Æij jouent le r�le des xi et, en�n, que les t(Æij) jouent le r�le desbyi. Par rapport au positionnement métrique, on 
onstate que le 
ritère de qualitéde l'ajustement est légèrement plus faible pour le positionnement non métrique13



que pour le positionnement métrique (0,035 
ontre 0,040 : voir �gures 1 et 5).Cela s'explique par le 
ara
tère moins rigide de la transformation monotone, parrapport à la transformation linéaire. On notera 
ependant que les deux valeursne sont pas tout à fait 
omparables, les formules de 
al
ul étant di�érentes : dansla formule 
i-dessus, 
e sont les proximités qui sont transformées, alors que dansla formule du paragraphe 3.1, la transformation porte sur les distan
es.La 
omparaison des 
oordonnées des stations dans les deux 
on�gurations(�gures 2 et 6) montre que la position des stations dans l'espa
e de dimension 2est pratiquement identique pour les deux méthodes, la divergen
e la plus fortes'observant pour la station de Charleroi.L'exemple traité est un 
as parti
ulier à deux égards. Tout d'abord, on note laprésen
e d'un grand nombre de proximités identiques : les 36 
ouples de stationsne présentent que 9 valeurs di�érentes de proximité. Cela est évidemment lié àla nature des données de départ. Pour des données de présen
e/absen
e relativesà 12 espè
es de bryophytes, les proximités ne peuvent être que des multiplesde 100/12, soit après arrondis, 0, 8, 17, 25, 33, et
. La se
onde parti
ularité del'exemple est que, pour une valeur donnée de la proximité, les distan
es sontinférieures à toutes les distan
es relatives à des proximités plus grandes et ellessont supérieures à toutes les distan
es relatives à des proximités plus petites. Parexemple, pour Æij = 25, les distan
es sont 
omprises entre 1,33464 et 1,52009 eton a : pour tous les 
ouples de stations :dij < 1; 33464 lorsque Æij < 25et dij > 1; 52009 lorsque Æij > 25 :Comme on a imposé que :t(Æij) = t(Ækh) si Æij = Ækh ;il en résulte que les t(Æij) 
hangent de valeur 
haque fois que les Æij 
hangent devaleur.L'appro
he utilisée dans 
et exemple en 
as d'égalité de proximités est 
onnuesous le nom de se
onde appro
he 8 des ex-aequo. Elle est plus restri
tive que lapremière appro
he 9 qui n'impose pas l'égalité des valeurs transformées pour desproximités identiques. Appliquée à l'exemple 
i-dessus, 
ette première appro
he
onduit à une valeur du 
ritère d'ajustement pratiquement égale à zéro.On remarque également que, dans la �gure 7, la valeur t(Æij) 
orrespondantà une valeur Æij n'est pas exa
tement la moyenne arithmétique des distan
es detous les 
ouples 
ara
térisés par la même proximité. Ainsi, par exemple, trois
ouples de stations ont une proximité égale à 33. La moyenne des distan
es pour
es trois 
ouples est :(2; 00926+ 1; 94635+ 1; 86754)=3 = 1; 94105 ;8. En anglais : se
ondary approa
h.9. En anglais : primary approa
h. 14



Obs _ROW_ _COL_ DATA TRANDATA DISTANCE RESIDUAL1 S_FLOR S_NAM 0 0.00085 0.00058 0.000272 M_PLANT M_ANS 8 0.55920 0.53502 0.024183 M_MONS M_IVOZ 8 0.55920 0.70416 -0.144964 M_VISE M_IVOZ 8 0.55920 0.51327 0.045935 S_NAM M_VISE 8 0.55920 0.52883 0.030376 S_CHAR S_NAM 8 0.55920 0.53273 0.026467 S_FLOR M_VISE 8 0.55920 0.52888 0.030328 S_FLOR S_CHAR 8 0.55920 0.53304 0.026169 M_AND M_PLANT 17 0.99648 0.91704 0.0794410 M_VISE M_MONS 17 0.99648 0.97634 0.0201311 S_NAM M_IVOZ 17 0.99648 1.03449 -0.0380112 S_CHAR M_VISE 17 0.99648 1.00787 -0.0113913 S_FLOR M_IVOZ 17 0.99648 1.03447 -0.0379914 M_AND M_ANS 25 1.38844 1.35388 0.0345715 S_NAM M_MONS 25 1.38844 1.33496 0.0534816 S_CHAR M_IVOZ 25 1.38844 1.52009 -0.1316517 S_FLOR M_MONS 25 1.38844 1.33464 0.0538018 M_IVOZ M_PLANT 33 1.94130 2.00926 -0.0679519 M_IVOZ M_AND 33 1.94130 1.94635 -0.0050420 S_CHAR M_MONS 33 1.94130 1.86754 0.0737721 M_IVOZ M_ANS 42 2.37571 2.49149 -0.1157922 M_MONS M_PLANT 42 2.37571 2.44709 -0.0713823 M_MONS M_AND 42 2.37571 2.11777 0.2579424 M_VISE M_PLANT 42 2.37571 2.39163 -0.0159325 M_VISE M_AND 42 2.37571 2.43556 -0.0598626 M_MONS M_ANS 50 2.91361 2.96808 -0.0544727 M_VISE M_ANS 50 2.91361 2.83366 0.0799528 S_NAM M_PLANT 50 2.91361 2.88372 0.0298929 S_NAM M_AND 50 2.91361 2.96418 -0.0505730 S_FLOR M_PLANT 50 2.91361 2.88395 0.0296531 S_FLOR M_AND 50 2.91361 2.96424 -0.0506332 S_NAM M_ANS 58 3.31089 3.30091 0.0099833 S_CHAR M_PLANT 58 3.31089 3.21162 0.0992734 S_CHAR M_AND 58 3.31089 3.39935 -0.0884635 S_FLOR M_ANS 58 3.31089 3.30120 0.0096936 S_CHAR M_ANS 67 3.60849 3.57979 0.02870Figure 7. Positionnement non métrique : proximités Æij (DATA), proximitéstransformées t(Æij) (TRANDATA), distan
es dij (DISTANCE) et résidus eij(RESIDUAL).
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soit une valeur très légèrement di�érente de la distan
e transformée, qui est égaleà 1,94130. Cette dis
ordan
e est liée au 
ara
tère itératif du pro
édé d'ajuste-ment qui alterne le 
al
ul de la régression monotone et le 
al
ul par moindres
arrés non linéaires d'une nouvelle 
on�guration, 
omme on peut le véri�er dansla �gure 5. En augmentant le nombre d'itérations, on 
onstaterait d'ailleurs queles t(Æij) se rappro
hent des moyennes des distan
es.
4. TABLEAU À TROIS ENTRÉES AVEC DEUX FACTEURSOn 
onsidère maintenant le 
as où on dispose de m tableaux de proximi-tés, 
ha
un de 
eux-
i étant un tableau 
arré symétrique, de dimensions n� n.Comme signalé au paragraphe 2.2, une telle situation se présente, par exemple,lorsque n objets sont évalués par m personnes di�érentes, un tableau 
orrespon-dant aux proximités des n objets évalués par une personne. Une autre situation
lassique résulte de l'évaluation de la proximité entre une série d'objets à desdates di�érentes. Ainsi, pour illustrer la méthode d'analyse, nous reprendronsles données relatives aux proximités observées entre les neuf stations sur la basede la bryo�ore aquatique observée à deux dates di�érentes. Les données utiliséesdans les paragraphes pré
édents 
on
ernent l'année 1972. Nous y ajouterons lesdonnées de l'année 1997, également disponibles dans Vanderpoorten [2000℄.On suppose que les proximités entre objets sont dé�nies par les di�érentespersonnes ou au 
ours des années su

essives sur la base des q mêmes fa
teurs,qui dé�nissent un espa
e 
ommun 10, mais que les poids attribués à 
es fa
teursdi�èrent d'une personne ou d'une date à l'autre ou, de manière plus générale,d'un tableau à l'autre. Le modèle est appelé modèle eu
lidien pondéré 11.L'analyse donne alors lieu, d'une part, à une 
on�guration moyenne des ob-jets dans l'espa
e 
ommun de dimension q, et, d'autre part, à un ensemble de
oe�
ients permettant d'obtenir les 
on�gurations individuelles à partir de la
on�guration moyenne.Soit xik: la 
oordonnée sur l'axe k (k = 1; : : : ; q) de l'objet i (i = 1; : : : ; n)dans la 
on�guration moyenne et soit xikl la 
oordonnée sur l'axe k de l'objet ipour la personne ou la date l (l = 1; : : : ;m). On a :xikl = pwkl xik: ;wkl étant le poids attribué à la dimension k par la personne ou pour la date l.La ra
ine 
arrée de 
e poids est aussi appelée 
oe�
ient de dimension 12.La distan
e entre deux objets i et j, pour un tableau l, s'é
rit alors :dijl = " qXk=1 (pwkl xik: �pwkl xjk:)2#1=2 = " qXk=1 wkl (xik: � xjk:)2#1=2 :10. En anglais : 
ommon spa
e.11. En anglais : weighted Eu
lidean model.12. En anglais : dimension 
oe�
ient. 16



Dans le 
as du positionnement métrique, on utilise le 
ritère d'ajustementsuivant : mXl=1Xi<j [Æijl � fl (dijl)℄2� mXl=1Xi<j Æ2ijl :Dans 
ette expression, Æijl est la proximité entre les objets i et j dans letableau l; fl (dijl) est une fon
tion dont la nature est dé�nie par l'utilisateur (parexemple une fon
tion linéaire), mais dont les paramètres sont éventuellementdi�érents d'un tableau à l'autre.L'optimisation vise don
 à déterminer :� les 
oordonnées xik: des n objets dans l'espa
e 
ommun,� les poids wkl des fa
teurs pour 
haque tableau,� les 
oe�
ients relatifs à la transformation des distan
es dijl pour 
haquetableau.Pour le positionnement non métrique, le 
ritère s'é
rit :mXl=1Xi<j [t(Æijl)� dijl℄2 Æ mXl=1Xi<j [t(Æijl)℄2 ;t(Æijl) représentant la transformation monotone des Æijl.Des variantes des 
ritères d'ajustement dé�nis 
i-dessus peuvent être utilisées,
omme nous le verrons au paragraphe 5.1.A titre d'illustration, les matri
es de proximités entre stations, dé�nies àpartir des relevés réalisés en 1972 et en 1997 et repris en annexe, ont été soumisesà l'analyse non métrique.La �gure 8 donne la valeur du 
ritère de qualité de l'ajustement, les 
o-ordonnées des stations dans l'espa
e 
ommun et les 
oe�
ients par lesquels ilfaut multiplier les 
oordonnées des stations pour obtenir la position des stationspour 
ha
une des années. La �gure 9 donne la représentation graphique des neufstations dans l'espa
e 
ommun.On peut tout d'abord remarquer que la valeur du 
ritère de qualité de la
on�guration, égale à 0,125 (�gure 8), est sensiblement plus élevée que la va-leur obtenue pour l'année 1972, qui est égale à 0,035 (�gure 5). L'analyse dela seule année 1997, non reprise i
i, donne une valeur de 0,013. Le fait que le
ritère présente une valeur supérieure pour l'analyse simultanée des deux annéess'explique par le 
ara
tère plus 
ontraignant de 
ette analyse : le positionnementdes stations pour une année donnée est obtenu en multipliant les 
oordonnéesdes points moyens sur un axe par une 
onstante. Ainsi, pour Anseremme, parexemple, les 
oordonnées dans l'espa
e 
ommun sont égales à 1,59943 et 1,14684(�gure 8). Pour les années 1972 et 1997, elles valent respe
tivement :(1; 59943)(1; 24227) = 1; 98692 et (1; 14684)(0; 67584) = 0; 7750817



Obs annee _TYPE_ Station Dim1 Dim21 CRITERION 0.12453 .2 CONFIG M_ANS 1.59943 1.146843 CONFIG M_PLANT 1.12512 1.397854 CONFIG M_AND 1.34798 0.476795 CONFIG M_IVOZ -0.18505 0.278686 CONFIG M_MONS -0.52759 0.664817 CONFIG M_VISE -0.96263 -0.127488 CONFIG S_NAM -0.58844 -1.112109 CONFIG S_CHAR -1.16655 -1.2707510 CONFIG S_FLOR -0.64227 -1.4546411 72 DIAGCOEF 1.24227 0.6758412 97 DIAGCOEF 0.96823 1.03080Figure 8. Positionnement non métrique : 
oordonnées des stations dans l'espa
e
ommun.

Figure 9. Positionnement non métrique : représentation des stations dans l'espa
e
ommun.et (1; 59943)(0; 96823) = 1; 54862 et (1; 14684)(1; 03080) = 1; 18216 :Les quatre 
onstantes qui interviennent dans les relations 
i-dessus sontreprises dans la �gure 8. Elles peuvent être représentées dans l'espa
e de18



dimension 2 par les deux points de 
oordonnées :(1; 24227 ; 0; 67584) et (0; 96823 ; 1; 03080) :Cet espa
e est appelé espa
e des poids ou en
ore espa
e des sujets 13.Ces 
onstantes ont une interprétation géométrique, puisqu'elles indiquentdans quelle mesure 
ha
une des dimensions doit être étirée ou au 
ontraire 
om-primée pour que l'espa
e 
ommun devienne l'espa
e propre à une année. On voitainsi que, pour obtenir une représentation des stations en 1972, il faut dilaterla �gure 9 selon la dimension 1 (
oe�
ient égal à 1,24) et la 
omprimer selon ladimension 2 (
oe�
ient égal à 0,68). Pour l'année 1997, on a la situation inverse,puisqu'il faut 
omprimer l'axe 1 et étirer l'axe 2.La 
omparaison de la représentation des stations dans l'espa
e 
ommun auxdeux années (�gure 9) et de la représentation pour l'année 1972 uniquement (�-gure 3) fait apparaître, à première vue, d'importantes di�éren
es qui s'expliquenten grande partie par les pro
édures de 
al
ul des 
oordonnées. Des informationsà 
e sujet seront données au paragraphe 5.3 et la 
omparaison des deux repré-sentations sera développée au paragraphe 5.5.
5. INTERPRÉTATION DES RÉSULTATS

5.1. Qualité de la représentationDans les paragraphes 3 et 4, le 
ritère de qualité d'ajustement retenu est lara
ine 
arrée de la somme des 
arrés des résidus, 
ette somme étant divisée parla somme des 
arrés des Æij ou des t(Æij), selon qu'on a a�aire au positionnementmétrique ou non métrique. Cette forme de standardisation 
onduit au paramètresouvent appelé stress-1, par référen
e à la formule numérotée 1 par Kruskal[1964℄. Une autre standardisation 
onsiste à rempla
er la somme des 
arrés desproximités, ou d'une transformation monotone de 
es proximités, par la sommedes 
arrés des é
arts par rapport à la moyenne de 
es proximités ou de leurtransformation. On obtient alors le paramètre stress-2, dont les valeurs sont plusgrandes que 
elles du paramètre stress-1.La valeur du 
ritère de qualité de l'ajustement dépend de plusieurs fa
teurs,
e qui rend son interprétation déli
ate. Elle dépend, en e�et, du nombre d'objetspris en 
ompte, de la présen
e ou non d'ex-aequo, de la méthode de positionne-ment utilisée et de la dimension de l'espa
e retenu. Ces di�érents fa
teurs sontdis
utés par Kruskal et Wish [1978℄. Ces auteurs signalent, notamment, quel'e�et indire
t du nombre d'objets n et de la dimension de l'espa
e de représen-tation q est peu important si n > 4 q. Ils signalent également que l'utilisationdu positionnement métrique au lieu du positionnement non métrique a le plussouvent peu d'e�et sur la 
on�guration, mais augmente toujours, et parfois demanière importante, la valeur du paramètre de qualité de l'ajustement, 
omme
ela a d'ailleurs été observé pour l'exemple au paragraphe 3.2.13. En anglais : weight spa
e ou subje
t spa
e.19



Figure 10. Positionnement métrique : diagramme de dispersion des proximitésÆij et des distan
es transformées f(dij) en fon
tion des distan
es dij .Ce 
ritère de qualité de l'ajustement est un 
ritère global. Pour une étude plusdétaillée, on peut examiner individuellement les résidus, à l'aide de diagrammesde dispersion notamment, parfois dénommés diagrammes de Shepard [Everittet Rabe-Hesketh, 1997℄.Dans le 
as du positionnement métrique, on peut représenter les proximitésÆij en fon
tion des distan
es dij et, sur le même graphe, représenter la fon
tionf(dij) en fon
tion des distan
es. Sur un tel graphique, les é
arts entre les Æijet les valeurs de f(dij) 
orrespondent aux résidus et l'allure générale du nuagede points permet de véri�er si la fon
tion f(dij) est adéquate. Si par exemple,une relation linéaire a été retenue, mais que le diagramme montre l'existen
ed'une relation non linéaire, la valeur du 
ritère de qualité de l'ajustement serainutilement élevée et il peut se justi�er de réanalyser les données en utilisant unefon
tion plus adéquate.La �gure 10 donne, pour l'exemple traité au paragraphe 3.1, la représentationgraphique dé
rite 
i-dessus. On véri�e que la dispersion des points autour de ladroite est, dans l'ensemble, assez faible, et que la transformation linéaire desdistan
es ne doit pas être remise en 
ause. L'adéquation du modèle est d'ailleurs
on�rmée par le 
oe�
ient de 
orrélation des Æij et f(dij), qui est égal à 0,9968.Pour le positionnement non métrique, on peut porter en abs
isse les proximi-tés Æij et en ordonnée, d'une part, les distan
es dij et, d'autre part, les proximitéstransformées t(Æij). La �gure 11, qui 
on
erne l'exemple du paragraphe 3.2, estune illustration de 
e type de graphique. Les é
arts entre les Æij et les t(Æij) 
or-respondent aux résidus et les segments de droite reliant les t(Æij) 
orrespondant20



Figure 11. Positionnement non métrique : diagramme de dispersion des distan
esdij et des proximités transformées t(Æij) en fon
tion des proximités Æij .aux Æij 
roissants ne sont jamais de pente négative, 
omme nous l'avons signaléau paragraphe 3.2.Les graphiques dé
rits 
i-dessus permettent de donner une interprétationgéométrique aux 
ritères de qualité de l'ajustement, qui sont des rapports demoyennes quadratiques. Pour le 
oe�
ient stress-1, le numérateur est la moyennequadratique des distan
es entre les points du diagramme de dispersion et laligne 
onstituée par la jon
tion des valeurs ajustées et le dénominateur est lamoyenne quadratique des distan
es entre les points et l'axe des abs
isses, toutes
es distan
es étant mesurées parallèlement à l'axe des ordonnées.Pour le 
oe�
ient stress-2, l'interprétation du numérateur est identique à
elle donnée 
i-dessus, mais le dénominateur est la moyenne quadratique desdistan
es mesurées verti
alement entre les points du graphique et une droitehorizontale d'équation d = �d ou Æ = �Æ, selon qu'on a a�aire au positionnementmétrique ou non métrique, �d et �Æ représentant la moyenne des distan
es dij ou desproximités Æij . Dans le 
as du positionnement métrique, lorsque la fon
tion f(dij)est la transformation linéaire, le 
ritère est lié au 
oe�
ient de détermination r2de la régression simple des proximités en fon
tion des distan
es :stress-2 =p1� r2 :Ainsi, pour l'exemple du paragraphe 3.1, le 
ritère stress-2 est égal à :p1� 0; 99682 = 0; 08 ;0,9968 étant la 
orrélation des proximités et des distan
es.21



5.2. Dimension de l’espace de représentationLe 
hoix de la dimension q de l'espa
e permettant une représentation satis-faisante des proximités est fort semblable au 
hoix du nombre de 
omposantes àretenir dans les analyses fa
torielles. La valeur q résulte souvent d'un 
ompromisentre qualité et simpli
ité de la représentation.Le plus souvent, les représentations dans des espa
es de dimensions 
rois-santes sont réalisées et la dé
roissan
e du 
ritère de qualité de la représentationen fon
tion de la dimension de l'espa
e est examinée de manière à 
hoisir un
ompromis : lorsque l'augmentation de q ne provoque qu'une faible rédu
tion du
ritère, on 
onsidère qu'il n'y a pas lieu d'augmenter la dimension. Les possibi-lités d'interprétation de l'espa
e retenu entrent également en ligne de 
ompte.Des informations plus détaillées 
on
ernant le 
hoix de q sont données parKruskal et Wish [1978℄.
5.3. Recherche de directions interprétablesLe positionnement des n objets dans un espa
e de dimension q �xée 
onstitueune 
on�guration. Celle-
i est dé
rite par les 
oordonnées des points sur un en-semble de q axes. Elle pourrait 
ependant être dé
rite par une in�nité de matri
esde 
oordonnées, 
ha
une de 
es matri
es 
orrespondant à un système parti
ulierd'axes : on dit que la 
on�guration est invariante par rapport à des transfor-mations rigides telles que translation, rotation, ré�exion du système d'axes, 
ar
es transformations ne modi�ent pas les distan
es entre les objets. Parmi 
ettein�nité de des
riptions possibles d'une même 
on�guration, les logi
iels en pro-posent une seule, en fon
tion de 
ritères bien dé�nis.Pour illustrer 
e point, nous 
onsidérons un exemple 
lassique, dé
rit dansla plupart des ouvrages traitant du positionnement multidimensionnel. Il s'agitde lo
aliser, dans un espa
e de dimension deux, une série de villes d'une régiondonnée à partir des distan
es par route entre 
es villes. Le graphique qui endé
oule reproduit en général assez �dèlement la 
arte géographique de la région,mais 
e graphique n'est pas orienté : le nord ne se trouve pas automatiquement enhaut et l'est à droite de la feuille et les deux axes ne 
orrespondent généralementpas aux dire
tions nord-sud et est-ouest, qui sont des dire
tions privilégiées pourles 
artes géographiques.Pour les tableaux à deux entrées ave
 un fa
teur, 
omme dans l'exempletraité au paragraphe 3, les axes retenus sont tels que :� la moyenne des proje
tions sur 
haque axe est nulle;� la distan
e moyenne quadratique des objets à l'origine est égale à l'unité,� le système d'axes a subi une rotation de manière à obtenir une orientationselon les axes prin
ipaux; 
ela signi�e que les axes su

essifs sont détermi-nés de manière à maximiser la varian
e des proje
tions sous la 
ontrainted'orthogonalité par rapport aux axes pré
édents.22



Une telle standardisation du système de 
oordonnées a l'avantage de fa
iliterla 
omparaison des résultats de di�érentes analyses. C'est ainsi que nous avonspu véri�er fa
ilement la très grande similitude des 
on�gurations obtenues parle positionnement métrique et non métrique (paragraphe 3.2). Elle n'implique
ependant pas que les axes obtenus 
orrespondent aux dire
tions les plus inté-ressantes du point de vue de l'interprétation de la 
on�guration. A 
ette �n,d'autres axes peuvent être plus utiles.La re
her
he de tels axes peut se faire par la régression multiple, à 
ondi-tion de disposer d'une ou de plusieurs variables, observées pour 
haque objet etsus
eptibles d'expliquer la position des objets dans la 
on�guration. Nous allonsillustrer la méthode en reprenant l'exemple du paragraphe 3.1. Nous avons déjàsignalé que l'axe 1 dans la �gure 1 est un axe de ri
hesse en espè
es de bryo-phytes. Si on exprime le nombre d'espè
es de bryophytes dans le site i, yi, enfon
tion des 
oordonnées du site i sur les axes 1 et 2, notées x1i et x2i, on obtientl'équation de régression multiple suivante :y = 3; 67+ 2; 11x1 + 0; 63x2 :Cette relation peut être représentée dans le plan x1 et x2 par une droite dontles 
oe�
ients dire
teurs sont :
1 = 2; 11=p2; 112 + 0; 632 = 0; 958et 
2 = 0; 63=p2; 112 + 0; 632 = 0; 286 :Les 
oe�
ients dire
teurs étant les 
osinus des angles dé�nis par la droite et lesaxes x1 et x2, 
ette droite forme don
 un angle de 17Æ ave
 l'axe 1 et un anglede 73Æ ave
 l'axe 2; elle a été représentée dans la �gure 3.Le 
oe�
ient de détermination multiple asso
ié à l'équation de régression
al
ulée 
i-dessus est égal à 0,987. Cette valeur est aussi égale au 
arré de la
orrélation entre les 
oordonnées des stations sur l'axe y données par l'équation
i-dessus et les nombres d'espè
es présentes dans les stations. La dire
tion re-présentée par l'axe y est don
 bien une dire
tion interprétable : l'axe y est unaxe qui représente un gradient de ri
hesse en espè
es.Pour qu'un des axes fournis par le logi
iel soit dire
tement interprétable,il faudrait que l'axe y 
al
ulé 
i-dessus 
oïn
ide ave
 l'axe x1 ou l'axe x2 etque les 
oordonnées des stations sur 
et axe soient fortement 
orrélées ave
 lesobservations yi. En d'autres termes, il faudrait que la régression multiple de yen fon
tion de x1 et de x2 soit telle que le 
oe�
ient de détermination multiplesoit su�samment élevé et que le 
oe�
ient de régression partielle d'une desdeux variables soit très faible de manière à 
e que l'axe y forme un angle trèsfaible ave
 un des axes initiaux. Dans le 
as de l'exemple traité 
i-dessus, le
oe�
ient de régression partielle pour la variable x2 est non signi�
atif au niveaude signi�
ation 0,05, la probabilité asso
iée au test de signi�
ation étant de 0,057.On peut par 
onséquent 
onsidérer que le nombre d'espè
es yi est avant toutfon
tion de x1i et interpréter dire
tement l'axe 1 
omme un axe exprimant lari
hesse en espè
es, 
omme nous l'avons signalé au paragraphe 3.1.23



La pro
édure qui vient d'être dé
rite pour une variable externe peut êtrerépétée pour d'autres variables, pour autant que 
elles-
i soient disponibles. Onpourrait ainsi pla
er un deuxième axe, voire un troisième ou un quatrième, dansle plan dé�ni par x1 et x2. Ces axes ne seraient évidemment pas for
émentorthogonaux. Des exemples 
on
rets sont donnés par Kruskal et Wish [1978℄,notamment.Pour les tableaux à trois entrées ave
 deux fa
teurs, la situation est un peudi�érente. En e�et, à un fa
teur d'é
helle près, les axes sont uniques, dans lesens où l'étirement ou la 
ontra
tion des axes qui permet de passer de la 
on�-guration moyenne à une 
on�guration individuelle ne peut se faire que selon lesaxes obtenus par le logi
iel. Ceux-
i jouent don
 un r�le parti
ulier, mais 
ela nesigni�e pas qu'ils ont né
essairement une interprétation 
on
rète. Ainsi, au
unesigni�
ation parti
ulière n'a pu être donnée aux axes de la �gure 10. Une éven-tuelle rotation des axes peut être envisagée pour fa
iliter l'interprétation de 
etespa
e 
ommun mais, dans 
e 
as, la représentation des poids ou sujets ne peutplus être interprétée dire
tement dans 
e nouveau système de 
oordonnées.Une autre 
onséquen
e du mode de détermination des axes dans le 
as destableaux à trois entrées est que les 
oordonnées sur les di�érents axes ne sontplus non 
orrélés. Ainsi l'examen de la �gure 9 montre 
lairement qu'il existe une
orrélation positive élevée entre les abs
isses et les ordonnées des stations. Le
al
ul de la 
orrélation entre x1i et x2i 
on�rme 
ette impression, le 
oe�
ientde 
orrélation obtenu étant égal à 0,76.
5.4. Autres aides à l’interprétationLa réalisation d'une 
lassi�
ation numérique des objets sur la base de la ma-tri
e de proximités et le report des groupes obtenus sur le graphique donnantla 
on�guration peut aider l'utilisateur dans son e�ort d'interprétation. L'iden-ti�
ation de 
ara
téristiques 
ommunes aux objets d'un même groupe peut, ene�et, suggérer une interprétation de 
es groupes et faire apparaître d'éventuellesdire
tions interprétables.Il peut également être utile de 
ompléter la représentation graphique de la
on�guration par des informations 
on
ernant les proximités entre objets. Celapeut se faire en reliant, dans la 
on�guration, les objets dont la proximité estinférieure à un seuil donné. Plusieurs seuils peuvent d'ailleurs être retenus, 
eux-
i étant symbolisés par des traits de 
ouleurs ou de types di�érents.Certaines formes de 
ontradi
tions entre les proximités Æij et les distan
esdij dans la 
on�guration peuvent ainsi être mises en éviden
e. Par exemple deuxpoints relativement pro
hes sur le graphique peuvent être 
ara
térisés par unevaleur Æij importante. Une telle situation peut se présenter si l'espa
e retenu estde dimension trop petite. La prise en 
ompte d'un axe supplémentaire é
arteraitalors 
es deux points. Des dis
ordan
es peuvent aussi s'expliquer par le faitque le positionnement multidimensionnel reproduit mieux les grandes valeurs deproximités (la stru
ture globale) que les petites valeurs (la stru
ture lo
ale). Pourobtenir une meilleure représentation de 
ette stru
ture lo
ale, il peut d'ailleurs24



se justi�er de réaliser des analyses séparées pour des groupes d'objets assezpro
hes sur le graphique ou sur des groupes d'objets identi�és par la 
lassi�
ationnumérique, à 
ondition que 
es groupes ne soient pas d'e�e
tifs trop réduits. Detelles analyses 
omplémentaires peuvent parfois révéler des stru
tures qui sont
a
hées lorsque tous les objets sont pris en 
ompte simultanément.
5.5. Comparaison de deux configurationsNous avons signalé, au paragraphe 5.2, que les 
on�gurations sont invariantespar rapport aux translations, rotations et ré�exions et que, de plus, le fa
teurd'é
helle est arbitraire pour la plupart des méthodes de positionnement mul-tidimensionnel. Il en résulte que deux 
on�gurations, fondamentalement trèspro
hes, peuvent apparaître fort di�érentes dans les représentations graphiques.Pour fa
iliter la 
omparaison, on peut modi�er 
es représentations sans mo-di�er les 
on�gurations. Soit X0 la matri
e des 
oordonnées des n objets dansl'espa
e de dimension q pour la première 
on�guration et soit Y 0 la matri
e
orrespondante pour la deuxième 
on�guration. On suppose que, pour 
ha
unedes deux représentations, le nuage de points est 
entré sur l'origine, 
omme 
'estgénéralement le 
as. Dans la négative, il su�t de soustraire de 
haque 
olonnede la matri
e des 
oordonnées, la moyenne de la 
olonne en question.Si la distan
e moyenne des points au 
entre de gravité n'est pas identique pourles deux représentations graphiques, une standardisation est né
essaire. Celle-
ipeut être réalisée en multipliant les matri
es X0 et Y 0 par une 
onstante :X = k1X0 et Y = k2 Y 0ave
 k1 =qtr �X 00X0� =nq et k2 =qtr �Y 00 Y 0� =nq :Dans les relations 
i-dessus, nq représente la somme des 
arrés des q 
oor-données pour les n objets après transformation, alors que la tra
e de la matri
eX 00X0 ou Y 00 Y 0 représente la somme des 
arrés des q 
oordonnées pour lesn objets avant transformation. Les nouvelles 
oordonnées reprises dans les ma-tri
es X et Y sont don
 telles que la distan
e moyenne quadratique des objetsà l'origine est égale à l'unité.Après 
ette standardisation, on applique à la deuxième 
on�guration unerotation orthogonale : Z = Y A0 ;la matri
e A0, de dimensions q � q, étant telle que la somme des 
arrés desdistan
es entre les objets dans les deux représentations soit minimum. Autrementdit, la matri
e A0 doit rendre minimum la quantité :nXi=1 qXk=1 (xik � zik)2 :On peut montrer que 
ette matri
e s'obtient à partir de la dé
omposition parvaleurs singulières de Y 0X. En e�et, 
elle-
i permet d'é
rire [Healy, 1992℄ :Y 0X = T = U �V 0 ;25



U étant la matri
e des ve
teurs propres de T T 0, V la matri
e des ve
teurspropres de T 0 T et � la matri
e diagonale dont les éléments sont les ra
ines
arrées des valeurs propres non nulles de T 0 T ou de T T 0. La matri
e A estalors égale à V U 0 et la somme des 
arrés qui a été minimisée se 
al
ule par larelation : nXi=1 qXk=1 (xik � zik)2 = 2 (nq � tr(�)) :La méthode dé
rite 
i-dessus s'appelle analyse pro
rustéenne 14. Elle peutêtre généralisée au 
as de plus de deux 
on�gurations. Des informations à 
esujet sont données par Everitt et Rabe-Hesketh [1997℄, notamment.Considérons, à titre d'illustration, la 
omparaison de la représentation desstations obtenue à partir des relevés de la bryo�ore aquatique en 1972 (�gure3) et de la représentation des stations dans l'espa
e 
ommun, obtenue lors del'analyse simultanée des deux années d'observation (�gure 9).La matri
e X 
ontient les 
oordonnées de la 
on�guration reprises dans la�gure 2 et la matri
e Y est 
onstituée des 
oordonnées de la 
on�guration don-nées à la �gure 8. Ces matri
es sont déjà standardisées, les sommes des 
olonnesétant nulles et les sommes des 
arrés des éléments de 
ha
une des matri
es étantégales à 18.L'appli
ation des relations 
i-dessus a 
onduit au résultat suivant :A0 = � 0; 7712 �0; 63660; 6366 0; 7712 � :La valeur 0,7469 
orrespond au 
osinus de l'angle � que forment les nouveauxaxes ave
 les axes antérieurs. Le nouveau système de 
oordonnées pour la repré-sentation de l'espa
e 
ommun lors de la prise en 
ompte des deux années subitdon
 une rotation de : � = ar

os (0; 7712) = 40Ædans le sens trigonométrique par rapport au système de 
oordonnées initiales,la position des points étant in
hangée. La �gure 9 subit par 
onséquent unerotation de 40Æ dans le sens horlogique avant d'être superposée à la �gure 3.La �gure 12 donne la représentation simultanée des deux nuages de points. Onremarque que la 
on
ordan
e entre les deux ensembles de points est ex
ellenteselon l'axe 1, la somme des 
arrés des é
arts entre les 
oordonnées des deuxensembles sur l'axe 1 étant très faible :nXi=1 (xi1 � zi1)2 = 0; 49 :Pour le deuxième axe, la 
on
ordan
e est un peu moins bonne puisque :nXi=1 (xi2 � zi2)2 = 2; 61 :14. En anglais : Pro
rustes analysis. 26



Figure 12. Comparaison de la 
on�guration relative à l'année 1972 et de la
on�guration dans l'espa
e 
ommun relatif aux années 1972 et 1997.Pour l'espa
e de dimension 2, on a don
 une somme de 
arrés d'é
arts totaleégale à : 0; 49 + 2; 61 = 3; 09 :La distan
e moyenne quadratique entre les points des deux 
on�gurations estdon
 égale à : p3; 09=18 = 0; 41 ;et on 
on
lut que les deux représentations sont relativement pro
hes, alors queles �gures 3 et 9 sont, à première vue, fort di�érentes.Un examen plus détaillé des é
arts entre les positions des di�érentes stationsmontrerait que près de 45 % de la somme des 
arrés des é
arts totale 
i-dessusest liée à la station d'Andenne.
6. QUELQUES INFORMATIONS COMPLÉMENTAIRES

6.1. Algorithmes de minimisation et minima locauxLes algorithmes permettant de déterminer les 
oordonnées des objets dansl'espa
e de dimension q ainsi que les distan
es ajustées sont de type itératif.Ils modi�ent une 
on�guration initiale par itérations su

essives de manière àminimiser la somme des 
arrés des résidus. La 
on�guration initiale peut êtredéterminée par le logi
iel à partir de la matri
e des proximités, ou bien être27



déterminée par un générateur de nombres aléatoires ou en
ore être donnée parl'utilisateur.Ces algorithmes sont sus
eptibles de ne pas 
onverger vers le minimum oude 
onduire à des minima lo
aux. Le problème est analogue à 
elui ren
ontréen régression non linéaire. Les logi
iels prévoient des règles d'arrêt du pro
essusitératif, d'une part, en �xant le nombre maximum d'itérations et, d'autre part,en �xant des 
ritères de 
onvergen
e. Si le nombre maximum d'itérations estatteint au 
ours d'un pro
essus d'optimisation, 
ela signi�e que les 
ritères de
onvergen
e n'ont pas été véri�és et don
 que le minimum n'a pas été trouvé.Il peut, dans 
e 
as, être utile de relan
er la pro
édure de 
al
ul ave
 un plusgrand nombre d'itérations ou ave
 une meilleure solution initiale et de véri�er siles 
ritères de 
onvergen
e n'ont pas été �xés de manière exagérément sévère.Pour s'assurer que l'optimum trouvé n'est pas un minimum lo
al, il peut êtreutile de véri�er la stabilité de la solution en modi�ant la 
on�guration initiale.On peut noter que le graphique donnant l'évolution de la valeur du 
ritèrede qualité de l'ajustement en fon
tion de la dimension de l'espa
e q est toujoursdé
roissant et présente globalement une 
on
avité tournée vers le haut. Le non-respe
t de l'une ou l'autre de 
es deux 
ara
téristiques peut être un indi
e de laprésen
e de 
onvergen
e in
omplète ou de minimum lo
al [Kruskal et Wish,1978℄.
6.2. Positionnement multidimensionnel et analyse en composantes principalesConsidérons une matri
e X, de dimensions n � p, reprenant des observa-tions quantitatives réalisées pour p variables sur n objets. Après une analyse en
omposantes prin
ipales de 
ette matri
e, on peut représenter les n objets dansl'espa
e des p axes prin
ipaux et, dans 
et espa
e de dimension p, les distan
esdij entre les objets sont identiques aux distan
es eu
lidiennes Æij entre les objetsqu'on peut 
al
uler à partir des variables initiales. Par 
ontre, si on ne retient queles q premières 
omposantes prin
ipales, les distan
es dij entre les objets dans
e sous-espa
e ne sont plus égales à Æij , les é
arts étant, en moyenne, d'autantplus faibles que les axes qui ont été négligés sont de faible importan
e.Con
rètement, pour représenter les objets dans l'espa
e de dimension q, ilsu�t de 
al
uler les q premiers ve
teurs propres normés à la valeur propre de lamatri
e XX 0, X étant la matri
e des variables initiales 
entrées.On peut par ailleurs montrer que les éléments de la matri
e XX 0, notésyij , peuvent être obtenus à partir de la matri
e des distan
es Æij , par la relationsuivante [Everitt et Rabe-Hesketh, 1997℄ :yij = �12 �Æ2ij � Æ2i: � Æ2:j + Æ2::�ave
 Æ2i: = 12 nXj=1 Æ2ij ; Æ2:j = 12 nXi=1 Æ2ij et Æ2:: = 1n2 nXi=1 nXj=1 Æ2ij :28



Tableau 2. Coordonnées des neuf stations dans le plan obtenues par l'analyse en
omposantes prin
ipales.Stations Avant standardisation Après standardisationaxe 1 axe 2 axe 1 axe 2Anseremme 37,20 � 4,32 2,16 � 0,25La Plante 29,36 � 3,14 1,71 � 0,18Andenne 27,16 0,92 1,58 0,05Ivoz-Ramez � 3,89 4,40 � 0,23 0,26Monsin � 7,56 17,53 � 0,44 1,02Visé � 12,42 0,06 � 0,72 0,00Namur � 20,47 � 4,10 � 1,19 � 0,24Charleroi � 28,90 � 7,27 � 1,68 � 0,42Flore�e � 20,47 � 4,10 � 1,19 � 0,24Cela signi�e que la représentation des objets dans l'espa
e de dimension qpeut être réalisée par analyse en 
omposantes prin
ipales à partir de la 
onnais-san
e des seules distan
es entre objets. On notera toutefois que la solution obte-nue n'est pas identique à la solution fournie par les méthodes de positionnementmultidimensionnel 
ar les 
ritères d'optimisation retenus par les deux méthodessont di�érents.Lorsque la matri
e des proximités n'est pas une matri
e de distan
es eu
li-diennes, on peut toujours 
al
uler les yij à partir de Æij . La matri
e des yij n'est
ependant plus né
essairement une matri
e semi-dé�nie positive, 
'est-à-dire queses valeurs propres ne sont pas toutes positives ou nulles. Si les q premières va-leurs propres sont positives, les ve
teurs propres asso
iés à 
es valeurs propres
orrespondent, à une 
onstante près, aux 
oordonnées des objets dans un espa
ede dimension q.Cette 
on�guration obtenue par l'analyse en 
omposantes prin
ipales peut
onstituer un point de départ du pro
essus itératif de 
al
ul pour le positionne-ment multidimensionnel. C'est d'ailleurs l'appro
he utilisée, par défaut, par lapro
édure MDS de SAS.A titre d'illustration, les 
oordonnées des neuf stations dans l'espa
e de di-mension 2 ont été 
al
ulées par l'analyse en 
omposantes prin
ipales, à partir desproximités Æij données dans la �gure 4. Les résultats obtenus sont repris dans lapremière partie du tableau 2.Les sommes des 
arrés des 
oordonnées sur les deux axes sont respe
tive-ment égales à 4.884,2 et 442,7. Ces valeurs sont aussi les deux premières valeurspropres de la matri
eXX 0 re
onstruite à partir des distan
es Æij . Si on souhaitestandardiser les 
oordonnées de manière à obtenir une distan
e moyenne qua-dratique égale à l'unité, il faut multiplier les 
oordonnées obtenues par l'analyseen 
omposantes prin
ipales par la 
onstante k :k =p18=(4:884; 2+ 442; 7) = 0; 05813 :29



Les résultats sont donnés dans la partie droite du tableau 2. Les valeurs sontégales, aux erreurs d'arrondis près, à la 
on�guration initiale utilisée par SAS etsont relativement pro
hes de la 
on�guration �nale, donnée à la �gure 2.
7. CONCLUSIONSDans 
ette note, nous avons dé
rit quelques méthodes de positionnementmultidimensionnel et nous les avons illustrées par un exemple simple traité ave
la pro
édure MDS du logi
iel SAS.Ces méthodes, qui ont 
omme obje
tif de dé
rire les positions relatives desdi�érents objets dans un espa
e dé�ni par deux ou plusieurs axes, présentent despoints 
ommuns ave
 d'autres méthodes multivariées.Ainsi, nous avons signalé que le positionnement multidimensionnel s'appliquenotamment aux matri
es symétriques de proximités entre objets et que, dans 
e
as, le point de départ est identique au point de départ d'une 
lassi�
ation nu-mérique (paragraphe 2.2). Outre le fait que les deux méthodes ne né
essitentpas un tableau de données dont les lignes sont les objets et dont les 
olonnessont les variables, elles visent toutes deux à analyser les proximités, par la re-présentation des objets dans un espa
e de dimension réduite dans le 
as dupositionnement multidimensionnel, et par le regroupement d'objets en 
lassesdans le 
as de la 
lassi�
ation numérique. Cette di�éren
e dans l'appro
he rendles deux méthodes plus 
omplémentaires que 
on
urrentes (paragraphe 5.4).La représentation d'objets dans un espa
e de dimension réduite peut égale-ment être obtenue par d'autres méthodes multivariées, notamment par l'analyseen 
omposantes prin
ipales et par l'analyse des 
orrespondan
es. La relationentre l'analyse en 
omposantes prin
ipales et le positionnement multidimension-nel a été dis
uté au paragraphe 6.2. Appliqué à une matri
e de distan
es eu-
lidiennes, le positionnement métrique 
onduit à des résultats analogues à 
euxobtenus par l'analyse en 
omposantes prin
ipales. Appliqué à un tableau de dis-tan
es au sens du 
hi-
arré entre lignes (ou entre 
olonnes), le positionnementmétrique donne une 
on�guration analogue à la représentation des lignes (oudes 
olonnes) obtenue par l'analyse fa
torielle des 
orrespondan
es. Du pointde vue de la représentation des objets, l'analyse en 
omposantes prin
ipales etl'analyse des 
orrespondan
es peuvent par 
onséquent être 
onsidérées 
ommedes 
as parti
uliers de positionnement multidimensionnel.Des informations 
omplémentaires relatives aux liens existant entre di�é-rentes méthodes multivariées et le positionnement multidimensionnel sont don-nées par Everitt et Rabe-Hesketh [1997℄.Le positionnement multidimensionnel 
onstitue don
 une te
hnique très soupledans la mesure où elle permet d'analyser des matri
es de proximités variées, tantau point de vue de la nature des proximités que de la stru
ture des matri
es,
omme nous l'avons signalé au paragraphe 2.30
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Annexe. Présen
e et absen
e de 12 bryophytes aquatiques (a, : : :, l)dans 9 stations : relevés réalisés en 1972 et en 1997 [Vanderpoorten, 2000℄.Relevés réalisés en 1972Stations a b 
 d e f g h i j k lM-ANS 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1M-PLANT 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1M-AND 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1M-IVOZ 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0M-MONS 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0M-VISE 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0S-NAM 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0S-CHAR 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0S-FLOR 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0Relevés réalisés en 1997Stations a b 
 d e f g h i j k lM-ANS 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1M-PLANT 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1M-AND 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1M-IVOZ 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0M-MONS 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0M-VISE 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0S-NAM 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1S-CHAR 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1S-FLOR 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1
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