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INTERPRETATION GÉOMÉTRIQUE

DE LA RÉGRESSIONA.F. Iemma � et R. Palm y
RÉSUMÉAprès un rappel de quelques éléments de 
al
ul ve
toriel, on présente prin-
ipalement les aspe
ts géométriques liés à la régression, en 
onsidérant su

es-sivement la régression linéaire simple sur données 
entrées et sur données non
entrées, la régression multiple et la régression après dé
omposition par valeurssingulières de la matri
e des variables expli
atives.

SUMMARYAfter a short review of ve
tor spa
es, we mainly examine the geometry ofregression analysis. We su

essively 
onsider simple linear regression on 
ente-red and non 
entered variables, multiple linear regression and regression aftersingular-value de
omposition of the matrix of predi
tors.
1. INTRODUCTIONDepuis quelques dé
ennies, on 
onstate une utilisation 
roissante de la géo-métrie ve
torielle 
omme outil dida
tique pour la présentation des notions destatistique.Bien que les premiers travaux dans 
e sens soient relativement an
iens[S
heffe, 1959℄, la publi
ation deMargolis [1979℄ 
onstitue le point de départd'une série d'études dans 
e domaine.Herr [1980℄ a présenté le parallélisme entre l'appro
he algébrique et l'ap-pro
he géométrique dans le 
adre de l'estimation au sens des moindres 
arréset a 
on
lu à la supériorité de l'appro
he géométrique des modèles linéaires enpassant en revue di�érents arti
les faisant référen
e à la géométrie ve
torielle.�Senior bio-statisti
ien du Département de Re
her
he et Développement de Glaxo-SmithKline Biologi
als, Rixensart et Maître de 
onféren
es à la Fa
ulté universitaire desS
ien
es agronomiques de Gembloux durant l'année a
adémique 1990-1991.yChargé de 
ours asso
ié à la Fa
ulté universitaire des S
ien
es agronomiques de Gembloux.1



Il 
ite notamment les arti
les de Fisher [1915℄ et de Kruskal [1975℄. Il estimeque la relative réti
en
e à l'utilisation de la géométrie s'explique par une 
ertaineinertie et par une résistan
e à l'abstra
tion.Mandel [1982℄ a utilisé la te
hnique de la dé
omposition par valeurs singu-lières de la matri
e du plan d'expérien
e pour é
lair
ir à partir de pro
éduresgraphiques le problème provoqué par la 
olinéarité en régression .Bryant [1984℄ a montré que géométrie, probabilité et statistique sont desvariations sur thème 
ommun.S
hey [1985℄ s'est intéressé plus parti
ulièrement à la des
ription géomé-trique des 
ontrastes en analyse de la varian
e à un 
ritère de 
lassi�
ation eta donné une justi�
ation géométrique à la nullité de la somme des 
oe�
ientsintervenant dans les 
ontrastes orthogonaux.Saville et Wood [1986℄ ont utilisé des 
on
epts de géométrie élémentaireà n dimensions pour présenter, d'une manière simple mais rigoureuse, l'analysede la varian
e et la régression.Iemma et al. [1993b℄ dé
rivent l'analyse de la varian
e 
omme une appli-
ation du théorème de Pythagore et donnent une pro
édure très simple pourla 
onstru
tion des proje
teurs orthogonaux asso
iés aux di�érentes hypothèsesdans les modèles ave
 é
hantillons déséquilibrés.Cette note est une introdu
tion aux aspe
ts de la géométrie ve
torielle dansle 
ontexte de la régression. Draper et Smith [1998℄ estiment que l'appro
hegéométrique permet de mieux 
omprendre, par exemple, les di�
ultés liées àla singularité ou à la quasi-singularité de la matri
e des variables expli
ativesou les di�
ultés asso
iées à l'interprétation du 
oe�
ient de détermination R2,même si la régression peut parfaitement être abordée sans la géométrie. Ils 
onsi-dèrent aussi que pour une 
ompréhension plus approfondie des moindres 
arrés,la 
onnaissan
e de la géométrie est essentielle. Une 
onnaissan
e, au moins élé-mentaire, est utile également pour une meilleure 
ompréhension de la bibliogra-phie, dans la mesure où les aspe
ts géométriques sont présents dans de nom-breuses référen
es.Après une présentation des éléments de base du 
al
ul ve
toriel (paragraphe2), nous 
onsidérons la représentation ve
torielle de quelques statistiques élé-mentaires (paragraphe 3), puis nous examinons la représentation ve
torielle dela régression (paragraphe 4). En�n, nous donnons quelques informations 
om-plémentaires (paragraphe 5) avant de 
on
lure (paragraphe 6).
2. QUELQUES ELEMENTS DE CALCUL VECTORIEL

2.1. Espace cartésien et vecteurOn appelle espa
e 
artésien de dimension m, <m, l'ensemble de tous les m-uples ordonnés (x1; : : : ; xm), tels que xi 2 < (i = 1; : : : ;m), < étant l'ensembledes nombres réels et m étant un nombre entier positif.2
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Figure 1. Ve
teurs x et y dans l'espa
e ve
toriel de dimension deux.Un point donné de 
et espa
e 
artésien est don
 dé�ni par ses 
oordonnées(x1; : : : ; xm) sur les m axes 
artésiens et 
orrespond à un ve
teur x :x = 26664 x1x2...xm 37775 :Géométriquement, 
e ve
teur x est représenté par le segment de droite quilie l'origine du système 
artésien à 
e point de l'espa
e.A titre d'illustration, la �gure 1 représente deux ve
teurs, x et y, dans unespa
e 
artésien de dimension deux, 
'est-à-dire dans un plan :x = � 12 � et y = � 31 � :Pour dé�nir la longueur d'un ve
teur x, on utilise, dans 
ette note, la normeeu
lidienne ou simplement norme, qui est égale à :k x k=  mXi=1 x2i!1=2 :La dire
tion est donnée par la pente de la droite qui sous-tend le ve
teur etle sens est l'orientation du ve
teur sur la droite donnant la dire
tion.3
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Figure 2. Addition et soustra
tion de deux ve
teurs.
2.2. Addition et soustraction de vecteursSoit deux ve
teurs quel
onques, x et y, d'un même espa
e 
artésien de di-mension m. On dé�nit l'addition et la soustra
tion par :w = x� y ave
 wi = xi � yi (i = 1; : : : ;m) :L'addition de ve
teurs présente les propriétés de 
ommutativité :x+ y = y + xet d'asso
iativité : (x+ y) + z = x+ (y + z) = (x+ z) + y :Le ve
teur nul est l'élément neutre :x+ 0 = 0+ x = xDe plus, on a la propriété d'additivité inverse :x+ (�x) = (�x) + x = 0 :La �gure 2 représente les ve
teurs x et y examinés pré
édemment ainsi queles ve
teurs : v = x� y = � 12 �� � 31 � = � �21 �et w = x+ y = � 12 �+ � 31 � = � 43 � :4



On remarque que l'addition 
orrespond à la grande diagonale du parallé-logramme 
onstruit en 
onsidérant que x et y sont deux 
otés adja
ents. Lasoustra
tion donne un ve
teur parallèle à la petite diagonale de 
e même paral-lélogramme.Le 
�té t du parallélogramme dé�ni 
i-dessus (�gure 2) est obtenu par dé-pla
ement dans l'espa
e 
artésien du ve
teur y parallèlement à lui-même. Ondit que le ve
teur t est équivalent au ve
teur y, 
ar 
es deux ve
teurs ont mêmelongueur, même dire
tion et même sens. De même, le ve
teur s est équivalentau ve
teur x et le ve
teur u est équivalent au ve
teur v.On note aussi que : x� y 6= y � x = �(x� y) :En e�et : y � x = � 31 �� � 12 � = � 2�1 � :Le ve
teur y � x a don
 même longueur, même dire
tion mais le sens 
ontrairedu ve
teur x� y.
2.3. Multiplication d’un vecteur par un scalaireLa multipli
ation d'un ve
teur x par un s
alaire 
 est le ve
teur obtenu parla multipli
ation de 
haque 
omposante de x par 
e s
alaire :w = 
x ave
 wi = 
 xi (i = 1; : : : ;m) :Si 
 est positif, la multipli
ation d'un ve
teur x par 
 modi�e uniquement lalongueur du ve
teur mais si 
 est négatif, la multipli
ation modi�e la longueurmais aussi le sens du ve
teur. La multipli
ation par un s
alaire ne modi�e don
jamais la dire
tion d'un ve
teur.On dit qu'un ensemble de ve
teurs réels de m 
omposantes est un espa
eve
toriel s'il est fermé par rapport aux opérations d'addition de ve
teurs et demultipli
ation par un s
alaire, 
'est-à-dire si, pour deux ve
teurs quel
onques etdeux s
alaires quel
onques, le ve
teur :z = 
1 x+ 
2 yappartient au même espa
e ve
toriel.L'ensemble <m 
onstitué de tous les ve
teurs possibles de m 
omposantes estun espa
e ve
toriel. Un sous-ensemble S de <m, fermé par rapport aux opérationsd'addition de ve
teurs et de multipli
ation par un s
alaire est appelé sous-espa
eve
toriel de <m. Ainsi, par exemple, dans un espa
e de dimension trois, lesve
teurs : x = 24 642 35 et y = 24 423 355



dé�nissent un sous-espa
e de dimension deux 
ar, 
omme nous le pré
iserons auparagraphe 2.6, ils sont linéairement indépendants, 
'est-à-dire que les 
ompo-santes d'un ve
teur ne sont pas, à une 
onstante près, égales aux 
omposantesde l'autre ve
teur. Géométriquement, 
e sous-espa
e est le plan 
ontenant 
esve
teurs. Le ve
teur y dé�nit un sous-espa
e de dimension un, 
orrespondant àla droite 
ontenant 
e ve
teur.
2.4. Norme euclidienne d’un vecteurNous avons déjà signalé que la norme eu
lidienne d'un ve
teur x de l'espa
e
artésien <m et dé�ni par rapport à l'origine, est le nombre réel non négatifdonné par (paragraphe 2.1) : k x k=  mXi=1 x2i!1=2 :Géométriquement, la norme d'un ve
teur est la mesure de sa longueur. Elleprésente les propriétés suivantes :k x k> 0 si x 6= 0 (positivité)k x k= 0 si x = 0 (nullité)k 
x k= 
 k x k (homogénéité)k x+ y k�k x k + k y k (inégalité triangulaire)Considérons maintenant deux ve
teurs x et y et leur somme w = x+y. Parles relations dans les triangles quel
onques, on a (�gure 2) :k w k2= k x+ y k2= k x k2 + k y k2 +2 k x k k y k 
os � ;� étant l'angle formé par x et y et 
ompris entre 0 et 180Æ.Pour l'exemple illustré à la �gure 2, l'angle � est de 45Æ et les normes destrois ve
teurs sont égales à :k x k= p5 ; k y k= p10 et k w k= 5 :On véri�e bien la relation 
i-dessus :5 + 10 + 2p5p10 
os(45Æ) = 25 :Dans le 
as parti
ulier où � = 90Æ, la relation 
i-dessus se simpli�e et onretrouve le théorème de Pythagore :k x+ y k2= k x k2 + k y k2 :Les égalités 
i-dessus, justi�ées géométriquement dans le 
as d'un espa
eve
toriel de dimension deux, restent valables pour un espa
e de dimension quel-
onque. 6



2.5. Produit scalaire de deux vecteursOn appelle produit s
alaire (ou produit interne) de deux ve
teurs x et y dumême espa
e 
artésien, la quantité :< x; y >= mXi=1 xiyi = k x k k y k 
os � :Il en résulte que, pour des ve
teurs non nuls :si < x; y > > 0 alors 
os � > 0 et 0Æ � � � 90Æsi < x; y > = 0 alors 
os � = 0 et � = 90Æsi < x; y > < 0 alors 
os � < 0 et 90Æ < � � 180Æ :L'angle � entre les deux ve
teurs x et y est don
 donné par :� = ar

os� < x; y >k x k k y k� (0 � � � 180Æ)et la 
ondition né
essaire et su�sante pour que deux ve
teurs d'un même espa
e
artésien soient orthogonaux est que leur produit s
alaire soit nul.Pour les ve
teurs x et y de la �gure 1, on a :< x ;y >= 5 et � = ar

os� 5p5p10� = 45Æ :
2.6. Dépendance linéaire de vecteursUn ensemble de ve
teurs v1;v2; : : : ;vn, de l'espa
e 
artésien <m est linéaire-ment dépendant si, pour un ensemble de s
alaires �1; : : : ; �n, il existe au moinsun �j (j = 1; : : : ; n) non nul tel que :nXj=1 �j vj = 0Dans le 
as 
ontraire, l'ensemble est dit linéairement indépendant.Les ve
teurs x et y de la �gure 2 sont deux ve
teurs linéairement indépen-dants. Il en est de même des ve
teurs x et v ou y et w. Par 
ontre, les troisve
teurs x, y et w ne sont pas linéairement indépendants 
ar w est la sommedes deux premiers.Puisque les ve
teurs x et y sont linéairement indépendants, n'importe quelve
teur de l'espa
e 
artésien de dimension deux peut être obtenu par une 
om-binaison linéaire de x et y. 7



La relation dé�nissant la 
ondition de dépendan
e linéaire des ve
teursv1; : : : ;vn : nXj=1 �j vj = 0peut en
ore s'é
rire : A� = 0 ;A étant la matri
e de dimensions m � n obtenue par la juxtaposition des nve
teurs vi et � est le ve
teur-
olonne 
ontenant les n valeurs �j .Ainsi, pour les ve
teurs x, y et w de la �gure 2, on peut é
rire :� 1 3 42 1 3 �24 11�1 35 = � 00 � :La relation 
i-dessus 
orrespond à un système homogène d'équations linéaires.Si la matri
e A est de rang-
olonne 
omplet, 
'est-à-dire de rang égal à n, untel système possède 
omme unique solution la solution triviale �j = 0. Dans
e 
as, les ve
teurs vj sont linéairement indépendants. Par 
ontre, le systèmed'équations est indéterminé si le rang de A est inférieur à n et les n ve
teurssont linéairement dépendants [Iemma et Palm, 1993℄.D'une manière plus générale, si une matri
e A, formée de la juxtapositionde n ve
teurs, est de rang k, alors l'ensemble des ve
teurs 
ontient k ve
teurslinéairement indépendants.
2.7. Espace-ligne et espace-colonne d’une matriceSoitA une matri
e de dimensionsm�n et de rang k. Les n ve
teurs-
olonnesgénèrent un sous-espa
e S, de dimension k (k � n). Ce même espa
e S peut êtregénéré par k ve
teurs linéairement indépendants : on dit que les k ve
teurs sontune base pour le sous-espa
e S. Ce sous-espa
e est appelé l'espa
e-
olonne de Aet est noté C(A). De même, le sous-espa
e engendré par les m lignes de A estdé�ni 
omme l'espa
e-ligne de A et est noté L(A). Sa dimension est inférieureou égale à m.Comme le rang-
olonne et le rang-ligne d'une matri
e sont identiques, ladimension du sous-espa
e-
olonne est identique à la dimension du sous-espa
e-ligne. Cette dimension est égale au rang de la matri
e A.Considérons, à titre d'exemple, la matri
e A:A = 2664 1 1 01 1 01 0 11 0 1 3775 :

8



S

x t

sFigure 3. Proje
tion orthogonale d'un ve
teur dans un sous-espa
e.Cette matri
e est de rang égal à deux. Les trois ve
teurs-
olonnes, qui appar-tiennent à <4, puisqu'ils ont quatre 
omposantes, engendrent un sous-espa
eC(A) de dimension deux. De même, les quatre ve
teurs-lignes, qui appartiennentà <3, puisqu'ils ont trois 
omposantes, engendrent un sous-espa
e L(A) de di-mension deux.
2.8. Projection orthogonaleLa proje
tion d'un ve
teur x appartenant à un espa
e V sur un sous-espa
eS est un 
as parti
ulier d'une transformation linéaire.La proje
tion orthogonale de x sur S, notée s, est la proje
tion sur S quiminimise la distan
e entre l'extrémité de s et l'extrémité de x. Géométriquement,le ve
teur s est obtenu en abaissant la perpendi
ulaire du point x sur l'espa
eS. La �gure 3 s
hématise la proje
tion orthogonale d'un ve
teur x situé dans unespa
e de dimension quel
onque mais supérieure à un sur le sous-espa
e S dedimension un, 
'est-à-dire sur une droite.On 
onstate que le ve
teur x peut être dé
omposé en deux ve
teurs :x = s+ t ;où s est la proje
tion orthogonale de x sur S et où t est un ve
teur dont ladire
tion est la dire
tion de la proje
tion. La parti
ularité de s est qu'il est leve
teur de l'espa
e S tel que la norme de :t = x� s ;soit minimum. Ce ve
teur est unique.La dé
omposition de x en deux ve
teurs s et t peut se généraliser au 
asoù x est un ve
teur dans un espa
e de dimension m et où S est un espa
e dedimension k (k < m) engendré par un sous-ensemble de ve
teurs orthonormaux,v1;v2; : : : ;vk, 
'est-à-dire des ve
teurs orthogonaux et de norme unitaire.9



Le ve
teur s est une 
ombinaison linéaire des ve
teurs vj (j = 1; : : : ; k). Ene�et, on peut montrer que :s =< x; v1 > v1 + : : :+ < x; vk > vk :D'autre part, on peut aussi montrer que :s = (v01 v1 + : : :+ v0k vk)x = P x ;v0j étant le ve
teur transposé de vj . La matri
e P est appelée matri
e de pro-je
tion ou en
ore proje
teur orthogonal de x sur S.D'une manière plus générale, le proje
teur P d'un ve
teur x sur l'espa
e-
olonne d'une matri
e A peut être obtenu de la façon suivante [Iemma et al.,1993b℄ : P = A(A0A)GA0 = AA+ = AAl ;où (A0A)G est une inverse généralisée quel
onque de A, A+ est l'inverse géné-ralisée de Moore-Penrose et Al est l'inverse généralisée des moindres 
arrés.Ces di�éren
es de matri
es inverses généralisées ont fait l'objet d'une pré
édentenote [Iemma et Palm, 1992℄.La matri
e P est symétrique, idempotente et ne dépend pas du 
hoix del'inverse généralisée.De façon analogue, (I � P ) est la matri
e qui projette le ve
teur x sur le
omplément orthogonal de l'espa
e engendré par les 
olonnes de A, C?(A) :t = (I �P )x t 2 C?(A) ;I étant la matri
e identité.
2.9. Décomposition par valeurs singulièresLa dé
omposition par valeurs singulières d'une matri
e X, de dimensionsn � p et de rang k, 
onsiste en la fa
torisation suivante [E
kart et Young,1936℄ : X = U S V 0 ;où U est une matri
e de dimensions n� k, S une matri
e 
arrée de dimensionsk� k et V 0 une matri
e de dimensions k� p, dont la transposée est V . U et Vsont des matri
es orthonormées, 
'est-à-dire telles que :U 0U = I et V 0 V = I :De plus, U est la matri
e dont les 
olonnes sont les ve
teurs propres normésà l'unité asso
iés aux valeurs propres de XX 0 ; V 0 est la matri
e dont les lignessont les ve
teurs propres normés à l'unité asso
iés aux valeurs propres non nullesde X 0X et S est une matri
e diagonale dont les éléments diagonaux sont les10



valeurs singulières de X, 
'est-à-dire les ra
ines 
arrées des valeurs propres deXX 0 ou de X 0X.On peut montrer que U 
onstitue une base pour l'espa
e des 
olonnes de X,C(X) et V 
onstitue une base pour l'espa
e des lignes de X 0, L(X0) et on peuté
rire : vi = 1siX 0 ui et ui = 1siX v0i (i = 1; : : : ; k) :
3. REPRÉSENTATION VECTORIELLE DE QUELQUES

STATISTIQUES ÉLÉMENTAIRES

3.1. Moyenne et varianceConsidérons, par exemple, la série statistique suivante, relative à une 
ara
-téristique donnée : y1 = 4 ; y2 = 2 et y3 = 3 :Cette série peut être représentée, dans l'espa
e de dimension trois, par leve
teur y, dont les éléments sont les trois observations (paragraphe 2.1).Soit 1 le ve
teur dont les 
oordonnées sont toutes égales à l'unité. La pro-je
tion orthogonale de y sur le sous-espa
e, de dimension un, engendré par leve
teur 1, est donnée par (paragraphe 2.8) :P y = 1(10 1)�110y = 24 1=3 1=3 1=31=3 1=3 1=31=3 1=3 1=3 3524 423 35 = 24 333 35 ;
ar 10 1 ne 
ontient qu'un seul élément, égal à 3.On 
onstate que la proje
tion orthogonale de y sur 1 est un ve
teur dont les
omposantes sont égales à la moyenne �y. Le ve
teur P y est don
 égal à �y 1. Leve
teur orthogonal à P y est égal à :e = (I �P )y = 24 2=3 �1=3 �1=3�1=3 2=3 �1=3�1=3 �1=3 2=3 3524 423 35 = 24 1�10 35 :Les éléments de e 
orrespondent aux é
arts par rapport à la moyenne pour
ha
une des observations et la dé
omposition ve
torielle :y = �y 1+ epermet de retrouver la dé
omposition habituelle de la somme des 
arrés desé
arts : k y k2=k �y 1 k2 + k e k2= �y k 1 k2 + k e k211



ou : 3Xi=1 y2i = n �y2 + 3Xi=1(yi � �y)2 ;soit aussi : 3Xi=1(yi � �y)2 = 3Xi=1 y2i � 13  3Xi=1 yi!2 :A une 
onstante près, le 
arré de la norme du ve
teur e 
orrespond don
à la varian
e. Cette 
onstante, égale à 1/2 pour l'exemple, est l'inverse de ladimension de l'espa
e 
omplément orthogonal du ve
teur 1, C?(1).D'une manière plus générale, toute série statistique de n observations peutêtre représentée dans l'espa
e des individus de dimension n, par un ve
teur y. Ceve
teur y peut être dé
omposé en deux ve
teurs orthogonaux �y 1 et e. Le ve
teur�y 1 est la proje
tion orthogonale du ve
teur y sur le sous-espa
e engendré parle ve
teur 1, qui est un ve
teur dont les n 
omposantes sont égales à l'unité. Lamatri
e de proje
tion, de dimensions n�n est une matri
e dont tous les élémentssont égaux à 1=n. Les normes des ve
teurs permettent d'obtenir la formule de
al
ul 
lassique de la somme des 
arrés des é
arts :k e k2= k y k2 � k �y 1 k2ou : nXi=1(yi � �y)2 = nXi=1 y2i � n �y2 = SCEy :En divisant la somme des 
arrés des é
arts par le nombre de degrés de liberté,égal à n� 1, on obtient la varian
e estimée. Ce nombre de degrés de liberté estla dimension du sous-espa
e orthogonal au sous-espa
e engendré par le ve
teur1.
3.2. Covariance et corrélationUne série statistique double (x1; y1), (x2; y2); : : : ; (xn; yn) peut être repré-sentée, dans l'espa
e des observations de dimension n, par deux ve
teurs x ety. Soit P x et P y, les proje
tions orthogonales de x et y sur le sous-espa
eengendré par le ve
teur 1, dont les 
omposantes sont toutes égales à l'unité :P x = �x 1 et P y = �y 1 :Soit x � �x1 et y � �y 1, les ve
teurs, orthogonaux à P x et P y dont les 
om-posantes sont, d'une part, les é
arts (xi � �x) et d'autre part les é
arts (yi � �y)(paragraphe 3.1). Le produit s
alaire des ve
teurs x� �x1 et y� �y 1 
orrespondà la somme des produits des é
arts (paragraphe 2.5) :< x� �x 1;y � �y 1 >= nXi=1(xi � �x)(yi � �y) = SPE :12



La division de 
ette somme de produits d'é
arts par la dimension du sous-espa
e 
omplément orthogonal de 1, 
'est-à-dire n � 1, 
onduit à la 
ovarian
eestimée.D'autre part, on sait que (paragraphe 2.5) :< x� �x1;y � �y 1 >= k x� �x1 k k y � �y 1 k 
os � ;� étant l'angle formé par les deux ve
teurs x��x1 et y��y 1. De plus (paragraphe3.1) : k x� �x 1 k2= SCEx et k y � �y 1 k2= SCEy :Il en résulte que : 
os � = SPEpSCEx SCEy = rxy :Le 
oe�
ient de 
orrélation est don
 égal au 
osinus de l'angle formé par leve
teur des é
arts par rapport à la moyenne de x et par le ve
teur des é
arts parrapport à la moyenne de y.Si la 
orrélation est nulle, 
es deux ve
teurs forment un angle droit : ils sontorthogonaux. Si la 
orrélation est égale à l'unité, ils forment un angle nul : ilssont 
olinéaires et sont de même sens. Si la 
orrélation est égale à �1, ils sont
olinéaires mais sont de sens opposé. Les deux ve
teurs forment un angle 
omprisentre 0 et 90Æ, si la 
orrélation est positive et un angle 
ompris entre 90 et 180Æ,si la 
orrélation est négative.A titre d'illustration, nous reprenons le ve
teur y dé�ni au paragraphe 3.1 etnous 
onsidérons un deuxième ve
teur x, dont les éléments sont respe
tivementégaux à 6, 4 et 2 : x = 24 642 35 ; y = 24 423 35 :Les proje
tions orthogonales sur le ve
teur unitaire 1 sont :�x1 = 24 444 35 ; �y 1 = 24 333 35et les proje
tions sur le sous-espa
e 
omplément orthogonal à 1 valent :x� �x 1 = 24 20�2 35 ; y � �y 1 = 24 1�10 35 :On a don
 : rxy = 
os � = < x� �x 1;y � �y 1 >k x� �x1 k k y � �y 1 k = 2p(8)(2) = 0; 5 ;13
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Figure 4. Représentation des ve
teurs y
 et x
 dans l'espa
e de dimension trois.et l'angle � vaut 60Æ.La �gure 4 donne la représentation graphique, dans l'espa
e de dimensiontrois, des ve
teurs x� �x1 et y � �y 1, notés x
 et y

4. REPRÉSENTATION VECTORIELLE DE LA RÉGRESSION

4.1. La régression linéaire simple sur données centréesOn sait que, pour une régression linéaire ave
 ordonnée à l'origine, le 
o-e�
ient de régression peut être obtenu en 
al
ulant la régression passant parl'origine sur les données 
entrées (xi � �x) et (yi � �y). C'est l'appro
he que nousallons utiliser dans un premier temps.Nous reprenons l'exemple du paragraphe 3.2. Nous avons don
, respe
tive-ment 
omme variable expli
ative et 
omme variable à expliquer :x
 = x� �x 1 = 24 20�2 35 et y
 = y � �y 1 = 24 1�10 35 :14



e

y^

cy
x

c cFigure 5. Proje
tion de y
 sur x
.On 
onsidère le modèle ajusté suivant :y
 = x
b� + e ;qui 
orrespond à la dé
omposition du ve
teur y
 en deux 
omposantes. La pre-mière 
omposante, x
b�, est la 
omposante dans le sous-espa
e engendré par leve
teur x
, puisqu'il s'agit de la multipli
ation de x
 par le s
alaire b�, qui aété estimé. Elle 
orrespond au ve
teur des valeurs estimées by
. La deuxième
omposante, e, est le ve
teur des résidus estimés.Le prin
ipe de la méthode des moindres 
arrés est de déterminer la valeurde b� de manière à rendre minimum la somme des 
arrés des résidus estimés.Géométriquement, le problème revient don
 à dé
omposer le ve
teur y
 de ma-nière à minimiser la norme de e. Cela implique que x
b� doit être la proje
tionorthogonale de y
 sur x
 (paragraphe 2.8). On a don
 :by
 = x
b� = Py
 = x
(x0
x
)�1x0
y
 = 24 1=20�1=2 35b� = (x0
x
)�1x0
y
 = 1=4et e = (I �P )y
 = y
 � x
b� = 24 1=2�11=2 35 :La �gure 5 reprend l'espa
e engendré par x
 et y
 et montre la proje
tion dey
 sur x
, notée by
, et la proje
tion de y
 sur l'espa
e 
omplément orthogonalde x
, notée e.En 
onsidérant les sommes des ve
teurs, on peut é
rire la relation suivante :k y
 k2= k x
 b� k2 + k e k2 ;soit : 2 = 1=2 + 3=2 :15



Il s'agit en fait de la dé
omposition habituelle de la somme des 
arrés des é
artssuivante : SCy
 = SCr�eg + SCr�es :Dans 
ette relation, SCy
 est la somme des 
arrés de y
, 
'est-à-dire la sommedes 
arrés des é
arts de y, SCr�eg est la somme des 
arrés liée à la régression surla variable x
 et SCr�es est la somme des 
arrés des résidus.Le 
oe�
ient de détermination, r2yx, est donné par :r2yx = 
os2 � = (< y
; by
 >)2k x
 k2 k by
 k2 = k by
 k2k y
 k2 = SCr�egSCy
 = 0; 25 :Le problème qui vient d'être examiné dans le 
as de trois observations peutêtre étendu sans di�
ulté au 
as où n est quel
onque. Le ve
teur y
; de l'espa
ede dimension n � 1, est divisé en deux 
omposantes : la proje
tion orthogonalex
b� sur le sous-espa
e de dimension un, engendré par x
, et la proje
tion e surle sous-espa
e orthogonal à x
, de dimension n � 2. Les 
arrés des normes de
es trois ve
teurs sont respe
tivement la somme des 
arrés des é
arts de y, lasomme des 
arrés liée à la régression sur x
 et la somme des 
arrés des résidus.Les dimensions des espa
es 
orrespondent aux degrés de liberté asso
iés auxsommes des 
arrés.
4.2. La régression linéaire simple sur données non centréesAu paragraphe pré
édent, nous avons éliminé le problème de l'ordonnée àl'origine en 
entrant les variables y et x. Une autre solution 
onsiste à prendreen 
ompte simultanément l'ordonnée à l'origine et le 
oe�
ient de régression.Il su�t, en e�et, de 
onsidérer qu'on dispose de deux variables expli
atives,notées x0 et x1, x0 étant une variable expli
ative pour laquelle toutes les obser-vations sont égales à l'unité. Par la suite, le problème pourra très fa
ilement êtreétendu au 
as où on a plusieurs variables expli
atives, ave
 ou sans ordonnée àl'origine.Pour l'exemple traité aux paragraphes 3.2 et 4.1, on a :y = 24 423 35 ; x0 = 24 111 35 et x1 = 24 642 35 :Soit X = (x0 x1), la matri
e formée des ve
teurs x0 et x1. On a le modèle :y =Xb� + e :Le ve
teur des valeurs estimées by est la proje
tion de y sur le sous-espa
ede dimension deux, engendré par les 
olonnes de X, 
'est-à-dire par le ve
teurunitaire x0 et le ve
teur x1 :by =Xb� = Py =X(X 0X)�1X 0y = 24 7=235=2 35 :16
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Figure 6. Représentation des ve
teurs y, x0, x1 et by dans l'espa
e de dimensiontrois.La �gure 6 donne la représentation des ve
teurs y, x0, x1 et by dans l'espa
ede dimension trois. On peut remarquer que les ve
teurs x0, x1 et by sont situésdans un même plan, qui est le sous-espa
e engendré par les 
olonnes de X. Lareprésentation dans le plan de 
es trois ve
teurs fera l'objet des �gures 7 et 8,qui seront examinées par la suite.Le ve
teur e est le ve
teur de la proje
tion de y sur l'espa
e 
omplémentorthogonal de X , de dimension un. Il est identique au ve
teur des résidus ob-tenu au paragraphe 4.1. Il n'est pas représenté dans la �gure 6, a�n de ne passur
harger 
elle-
i.Le ve
teur b� est égal à :b� = (X 0X)�1X 0y = � 21=4 � :En terme de sommes de 
arrés, on a :k y k2= k by k2 + k e k2soit : 29 = 27; 5 + 1; 5 :Dans le sous-espa
e engendré par x0 et x1, le ve
teur by peut se dé
omposeren deux parties : une première 
omposante est la proje
tion orthogonale de bysur le sous-espa
e engendré par x0 et la deuxième 
omposante est la proje
tionde by sur le 
omplément orthogonal du sous-espa
e engendré par x0. On a :by = by(x0) + by(x1 j x0) ;ave
 : by(x0) = x0(x00x0)�1x00 by = 24 333 35 ;17



et : by(x1 j x0) = by � by(x0) = 24 7=235=2 35� 24 333 35 = 24 1=20�1=2 35 :On obtient ainsi : k by k2= k by(x0) k2 + k by(x1 j x0) k2soit : 27; 5 = 27 + 0; 5 :La quantité k by(x0) k2 
orrespond à la quantité n �y2, 
'est-à-dire au terme
orre
tif utilisé lors du 
al
ul de la somme des 
arrés des é
arts de y et la quantiték by(x1 j x0) k2 est la somme des 
arrés liée à la régression de y
 sur x
, obtenueau paragraphe 4.1.En 
ombinant les dé
ompositions su

essives, on obtient :k y k2= k by(x0) k2 + k by(x1 j x0) k2 + k e k2soit : 29 = 27 + 0; 5 + 1; 5 :La dé
omposition de by peut être en
ore faite d'une autre manière : une pre-mière 
omposante, by(x1), est la proje
tion orthogonale de by sur le sous-espa
eengendré par x1 et la deuxième 
omposante, by(x0 j x1), est la proje
tion y surle 
omplément orthogonal du sous-espa
e engendré par x1. On a alors :by = by(x1) + by(x0 j x1) ;ave
 : by(x1) = x1(x01x1)�1 x01by = 24 4; 072; 711; 36 35 ;et : by(x0 j x1) = by � by(x1) = 24 �0; 570; 291; 14 35 :La dé
omposition de la somme des 
arrés s'é
rit alors :k by k2= k by(x1) k2 + k by(x0 j x1) k2 ;soit : 27; 5 = 25; 79+ 1; 71 :La proje
tion orthogonale de by sur le sous-espa
e engendré par x1, by(x1), estdon
 di�érente de la proje
tion de by sur le sous-espa
e 
omplément orthogonaldu sous-espa
e x0, by(x1 j x0). Cela résulte de la non-orthogonalité de x0 et x1 :
es deux ve
teurs forment en e�et un angle qui n'est pas un angle droit.18
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omposition de by en by(x0) et by(x1 j x0).
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ŷ
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)
(x |x 1y^ 0Figure 8. Dé
omposition de by en by(x1) et by(x0 j x1).Les �gures 7 et 8 illustrent les deux dé
ompositions du ve
teur by. La premièredé
omposition est la plus 
ourante, dans la mesure où on s'intéresse surtout àla part de la somme des 
arrés des é
arts de y qui est expliquée par la variableexpli
ative x. On peut remarquer d'ailleurs que, pour 
ette dé
omposition, leve
teur by(x1 j x0) est en fait la proje
tion de by sur le sous-espa
e engendré parx � �x1, dont il a été question à propos de la régression linéaire sur données
entrées (paragraphe 4.1). Ce ve
teur by(x1 j x0) peut également être obtenudire
tement par la dé
omposition de y, plut�t que par la dé
omposition de by.En e�et, by(x0) est la proje
tion orthogonale de y sur x0 :by (x0) = �y 1 ;et by(x1 j x0) est la proje
tion de y � �y 1 sur x � �x1. Cette proje
tion estpré
isément 
elle qui est dire
tement réalisée dans le 
as de la régression linéairesur les données 
entrées (paragraphe 4.1).

4.3. La régression multipleSoit le modèle suivant : y =Xb� + e = by + eoù X est la matri
e de variables expli
atives. Nous ne traitons plus de manièreséparée l'ordonnée à l'origine et les 
oe�
ients de régression. Si le modèle 
om-porte un terme indépendant, il su�t d'ajouter à la matri
e X une 
olonne dont19



tous les éléments sont égaux à l'unité. L'élément du ve
teur b� 
orrespondant à
ette 
olonne est alors l'ordonnée à l'origine.Considérons que la matri
e X, de dimensions n�p, est partitionnée en deuxmatri
es, notées X1 et X2 respe
tivement de dimensions n� p1 et n� p2. Celarevient à dire que les variables expli
atives sont réparties en deux groupes. Leve
teur b� est partitionné de la même manière en b�1 et b�2. Le modèle peut alorss'é
rire : y =X1b�1 +X2b�2 + e :La proje
tion orthogonale de y dans l'espa
e des 
olonnes de X :by = Py =X(X 0X)�1X 0y ;peut être dé
omposée en deux parties : la proje
tion de by dans le sous-espa
edes 
olonnes de X1, notée by(X1), et la proje
tion de by dans le sous-espa
e
omplément orthogonal à X1, notée by(X2 jX1). On a :by = by(X1) + by(X2 jX1) = P 1(by) + (I �P 1)by :La proje
tion de by sur le sous-espa
e engendré parX1 est égale à la proje
tionde y sur 
e même sous-espa
e. Il en résulte que :(I �P 1)by = P y � P 1 y = (P �P 1)y :La dé
omposition de by peut don
 s'é
rire :by = P 1 y + (P �P 1)y ;et la dé
omposition de la somme des 
arrés des é
arts 
orrespondante s'é
rit :k by k2= k by(X1) k2 + k by(X2 jX1) k2 ;k by k2 est la somme des 
arrés de y liée à la régression de y sur X; k by(X1) k2est la somme des 
arrés de y liée à la régression de y surX1 et k by(X1 jX2) k2est la somme des 
arrés de y liée à la prise en 
ompte de X2 quand on a déjàtenu 
ompte de X1. Les trois ve
teurs en question se trouvent respe
tivementdans des espa
es de dimension p, p1 et p2. Ces dimensions sont les degrés deliberté asso
iés aux sommes des 
arrés 
orrespondantes.La norme du ve
teur e est la somme des 
arrés des résidus. Ce ve
teur setrouve dans un espa
e de dimension n�p. Le nombre de degrés de liberté asso
iéà la somme des 
arrés des résidus est don
 égal à n� p.Disposant des sommes des 
arrés, on peut tester l'hypothèse de nullité des
oe�
ients de régression partiels relatifs aux variables 
onstituant X2 :Fobs = k by(X2 jX1 k2 =p2k e k2 =(n� p) :20



La partition de la matri
e X en deux sous-matri
es X1 et X2 peut évidem-ment se faire de di�érentes manières. Le 
hoix d'une dé
omposition parti
ulièredépend de l'hypothèse qu'on souhaite tester. Deux partitions sont parti
ulière-ment utiles en pratique. Dans le premier 
as, la matri
e X2 ne 
ontient qu'uneseule variable. La dé
omposition dé
rite 
i-dessus permet alors de tester la si-gni�
ation du 
oe�
ient de régression partiel 
orrespondant à la variable enquestion. Dans le deuxième 
as, la matri
e X2 
ontient les p � 1 variables ex-pli
atives, à l'ex
lusion de la 
olonne 
ontenant les valeurs unitaires destinéeà prendre en 
ompte l'ordonnée à l'origine. La dé
omposition 
orrespondantepermet de tester globalement la nullité des p� 1 
oe�
ients de régression. Ellepermet aussi d'obtenir le 
oe�
ient de détermination multiple. Ce 
oe�
ientest, en e�et, le 
arré de la 
orrélation entre y et by soit :R2 = (< y � �y 1; by � �y 1 >)2k y � �y 1 k2 k by � �y 1 k2le ve
teur y� �y1 est égal au ve
teur y� by(X1) et le ve
teur by� �y 1 est égal auve
teur by(X2 j X1). La ra
ine 
arrée du 
oe�
ient de détermination multipleest égale au 
osinus de l'angle formé par les ve
teurs y � �y 1 et by(X2 jX1).A titre d'illustration, nous 
onsidérons l'exemple proposé par Dagnelie[1982℄ 
on
ernant l'étude de la relation entre le rendement du froment d'hiver(y, en quintaux par he
tare) et quatre variables météorologiques (x1 = pré
ipi-tations des mois de novembre et dé
embre, en mm; x2 = température moyennedu mois de juillet, en degrés 
entigrades; x3 = pré
ipitations du mois de juillet,en mm; x4 = radiations du mois de juillet, en ml d'al
ool mesurés à l'a
tino-mètre de Bellani). Les données 
on
ernent onze années su

essives, de l'année
ulturale 1920-1921 à l'année 
ulturale 1930-1931. Elle sont présentées dans letableau 1. Les mêmes données ont déjà été utilisées par Palm et Iemma [1995℄,pour illustrer quelques alternatives à la régression 
lassique dans le 
as de la
olinéarité.La juxtaposition des quatre variables expli
atives x1, x2, x3 et x4 et d'une
olonne ne 
ontenant que les éléments unitaires, x0, donne la matri
e X.Le modèle de régression s'é
rit :y =Xb� + e ave
 b�0 = (b�0 b�1 : : : b�4) ;b�0 étant l'ordonnée à l'origine.Nous 
onsidérons les deux partitions suivantes :X = (X1 x4) ave
 X1 = (x0 x1 x2 x3)et X = (x0 X2) ave
 X2 = (x1 x2 x3 x4) :La première partition permet de tester la signi�
ation du 
oe�
ient de ré-gression partielle relatif à la variable x4 et la deuxième partition permet de testerla signi�
ation globale de la régression.21



Tableau 1. Variable à expliquer y et variables expli
atives x0, x1, x2, x3 et x4(SC : somme des 
arrés).i y x0 x1 x2 x3 x41 28,37 1 87,9 19,6 1,0 16612 23,77 1 89,9 15,2 90,1 9683 26,04 1 153,0 19,7 56,6 13534 25,74 1 132,1 17,0 91,0 12935 26,68 1 88,8 18,3 93,7 11536 24,29 1 220,9 17,8 106,9 12867 28,00 1 117,7 17,8 65,5 11048 28,37 1 109,0 18,3 41,8 15749 24,96 1 156,1 17,8 57,4 122210 21,66 1 181,5 16,8 140,6 90211 24,37 1 181,4 17,0 74,3 1150SC 7287,24 � � � � �Tableau 2. Ve
teur des valeurs estimées by, ve
teur des résidus e et dé
ompositiondu ve
teur by selon deux partitions des variables expli
atives (SC = somme des
arrés).i by e by(X1) by(x4 jX1) by(x0) by(X2 j x0)1 29,41 �1,04 29,32 0,09 25,66 3,752 24,58 �0,81 24,64 �0,07 25,66 �1,083 26,73 �0,69 26,97 �0,24 25,66 1,074 25,39 0,35 24,95 0,44 25,66 �0,275 26,46 0,22 26,50 �0,05 25,66 0,806 23,77 0,52 23,44 0,33 25,66 �1,897 25,82 2,18 26,26 �0,44 25,66 0,168 27,72 0,65 27,24 0,48 25,66 2,079 25,44 �0,48 25,72 �0,27 25,66 �0,2110 22,73 �1,07 22,83 �0,10 25,66 �2,9311 24,20 0,17 24,38 �0,19 25,66 �1,46SC 7278,01 9,23 7277,09 0,92 7242,28 35,73Le tableau 2 reprend le ve
teur by, le ve
teur e et les dé
ompositions du ve
-teur by résultant des deux partitions de X dé�nies 
i-dessus. Il donne égalementles sommes des 
arrés des éléments de 
es ve
teurs. Pour la première partition,la dé
omposition de la somme des 
arrés s'é
rit :k y k2= k by(X1) k2 + k by(x4 jX1) k2 + k e k2 ;22



soit : 7287; 24 = 7277; 09+ 0; 92 + 9; 23La valeur Fobs relative au test de signi�
ation du 
oe�
ient de régressionpartielle, �4, est égale à :Fobs = 0; 929; 23=(11� 5) = 0; 60 ;et possède 1 et 6 degrés de liberté.Pour la deuxième partition, on a :k y k2= k by(x0) k2 + k by(X2 j x0) k2 + k e k2soit : 7287; 24 = 7242; 28+ 35; 73 + 9; 23 :La valeur Fobs relative à la signi�
ation globale de la régression est égale à :Fobs = 35; 73=49; 23=(11� 5) = 5; 81 ;et possède 4 et 6 degrés de liberté.Le 
oe�
ient de détermination multiple est donné par :R2 = k by(X2 j x0) k2k y � �y 1 k2 = 35; 7344; 96 = 0; 795 :L'angle formé par les ve
teurs y��y 1 et by(X2 j x0) est don
 égal à ar

os p0; 795,soit 27Æ environ.
4.4. Régression et décomposition par valeurs singulièresNous avons vu, au paragraphe 2.9, que la dé
omposition par valeurs singu-lières d'une matri
e 
onsiste à fa
toriser 
ette matri
e de la manière suivante :X = U S V 0Cette dé
omposition peut être utilisée dans le 
adre de la régression :y = U S V 0b� + e :On peut montrer que, dans 
es 
onditions, le ve
teur des 
oe�
ients est donnépar la relation : b� = V S�1U 0y ;et les proje
teurs permettant d'obtenir by et e sont :P = UU 0 et (I �P ) = (I �UU 0) :23



Cette dé
omposition par valeurs singulières deX est à la base de la régressionsur 
omposantes prin
ipales, qui peut s'é
rire :y = U b�+ eave
 : b� = SV 0b� = U 0y :On notera que les 
olonnes de U ne sont pas les 
omposantes prin
ipaleshabituelles de varian
e égale à la valeur propre mais bien les 
omposantes stan-dardisées de manière à 
e que la somme des 
arrés des éléments soit égale àl'unité.L'élément �j du ve
teur � est simplement le produit s
alaire du ve
teur yet du ve
teur uj 
orrespondant à la j�eme 
olonne de U . La matri
e de varian
eset 
ovarian
es du ve
teur � est égale à :V (b�) = I �2 ;
e qui signi�e que les 
oe�
ients �j ont même varian
e et sont non 
orrélés.Le ve
teur b� peut être exprimé en fon
tion de b� par la relation :b� = (S V 0)�1b� = V 0�1 S�1 b� = V S�1 b� ;la matri
e V étant orthogonale, et, pour un 
oe�
ient donné, on a :b�j = pXk=1 vjk b�ksk :Il en résulte que la varian
e de b�j est égale à :v(b�j) = �2 pXk=1 v2jks2k ;puisque les b�k sont de varian
e égale à �2. Cette relation montre que si unevaleur singulière, sk, est petite par rapport aux autres, le 
oe�
ient b�k 
ontribued'une façon importante à la varian
e de b�j . Une telle situation se ren
ontre siles variables expli
atives présentent des relations approximativement linéaires.On dit, dans 
e 
as, qu'il y a 
olinéarité approximative et que la matri
e X estmal 
onditionnée.L'e�et de la 
olinéarité approximative, dans le 
as de l'exemple du paragraphe4.3, est illustré dans Palm et Iemma [1995℄.S'il existe, entre les 
olonnes deX, q relations linéaires exa
tes, le nombre devaleurs singulières non nulles sera égal à r = p�q. Les relations données 
i-dessuspour b� et b� restent 
ependant valables. Le ve
teur b� 
ontiendra r éléments etle ve
teur b� 
ontiendra p éléments. La solution obtenue par l'intermédiaire des
omposantes prin
ipales traduit alors 
e phénomène de 
olinéarité.24



Géométriquement, l'existen
e d'une relation linéaire exa
te entre les variablesdans le 
as de deux variables expli
atives, x1 et x2, signi�e que 
es deux variables
orrespondent à deux ve
teurs formant un angle nul. Ces deux variables n'en-gendrent don
 pas un espa
e de dimension deux, 
'est-à-dire un plan, mais unespa
e de dimension un, 
'est-à-dire une droite. La proje
tion orthogonale du ve
-teur y sur 
ette droite est unique, mais 
ette proje
tion peut s'exprimer 
ommeune fon
tion de x1 et x2 d'une in�nité de manières : le ve
teur des 
oe�
ientsde régression est indéterminé.La généralisation au 
as de p variables est immédiate : s'il existe q relationslinéaires entre les variables, l'espa
e engendré par 
es p variables est le sous-espa
e de dimension r = p� q.
5. QUELQUES INFORMATIONS COMPLÉMENTAIRESDans 
ette note, nous nous sommes prin
ipalement intéressés à quelques as-pe
ts géométriques liés à la régression. Des informations plus détaillées peuventêtre trouvées notamment dans les arti
les de Mandel [1982℄ et de Nelder[1985℄, ainsi que dans l'ouvrage de Saville et Wood [1993℄.La régression linéaire faisant partie du modèle linéaire, il est naturel que di-vers aspe
ts qui ont été examinés se retrouvent dans le 
adre de l'analyse de lavarian
e. Dans 
e 
as, la matri
e des variables expli
ativesX , appelée matri
e duplan expérimental, n'est en général pas de rang égal au nombre de 
olonnes et lesphénomènes de 
olinéarité sont plus souvent la règle que l'ex
eption. Nous n'ap-profondissons pas i
i 
e problème qui a été illustré dans une autre note [Iemmaet Palm, 1992℄. Des informations 
omplémentaires relatives à l'utilisation de lagéométrie dans le 
ontexte de l'analyse de la varian
e sont données par Eubanket Webster [1985℄, Herr [1980℄, Iemma et al. [1993 a,b℄, Lan
aster [1965℄,Lara et Iemma [1998 a,b℄, Lima Filho [1981℄, Margolis [1979℄, Saville etWood [1993℄, S
heffe [1959℄ et S
hey [1985℄.L'appro
he géométrique est aussi très largement utilisée, par de nombreuxauteurs français notamment, pour la présentation de l'analyse des données. Dans
e 
ontexte, on peut 
iter, par exemple, les ouvrages de Benzé
ri et Benzé
ri[1980℄, Bertier et Bouro
he [1975℄, Bouro
he et Saporta [1980℄, Cailliezet Pages [1976℄, Lebart et al. [1995℄, ainsi que l'arti
le de synthèse de Pageset al. [1979℄.Un autre domaine qui n'a pas été abordé est l'appro
he géométrique de lanotion de variable aléatoire, qui permet de dé�nir, par exemple, l'espéran
e ma-thématique d'un produit de deux variables 
omme un produit s
alaire, le 
oe�-
ient de 
orrélation de deux variables 
omme le 
osinus d'un angle, l'espéran
emathématique 
onditionnelle 
omme une proje
tion orthogonale. Des informa-tions à 
e sujet sont données par Bryant [1984℄, Graybill [1993℄, Lara etIemma [1998 a,b℄, Lowere [1982℄, Saporta [1978℄ et Saville et Wood [1986;1993℄, notamment.En�n, parmi les appli
ations ré
entes de la géométrie, on peut en
ore men-tionner l'utilisation des proje
tions orthogonales pour l'identi�
ation de groupes25



d'individus [Pena et Prieto, 2001℄, et l'utilisation de l'analyse "AMMI" pourl'interprétation des intera
tions génotype-milieu [Duarte etWen
ovsky, 1999℄.
6. CONCLUSIONSDans 
ette note, nous avons d'abord présenté un bref rappel de quelques no-tions de 
al
ul ve
toriel. Ces notions ont ensuite été utilisées pour la présentationdes aspe
ts géométriques liés à la régression.Comme nous l'avons déjà signalé dans l'introdu
tion, l'étude de la régressionest possible sans 
ette appro
he géométrique. Certains ouvrages entièrement
onsa
rés à la régression ne font d'ailleurs pas allusion à 
et aspe
t géomé-trique [Chatterjee et Pri
e, 1991; Ryan, 1997; Weisberg, 1985℄ ou bieny 
onsa
rent un ou deux 
hapitres, qui peuvent être omis en première le
ture[Draper et Smith, 1998℄.Cette note donne à l'utilisateur une vue un peu moins habituelle d'une mé-tode statistique 
ouramment utilisée dans la pratique. L'appro
he géométriquepermet en e�et de mieux 
omprendre 
ertains problèmes de la régression, 
omme,par exemple, les phénomènes de 
olinéarité et, surtout, elle ouvre l'a

ès à toutun se
teur de la bibliographie sus
eptible d'intéresser les utilisateurs souhaitantapprofondir leur maîtrise de la régression.
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