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LA CORRÉLATION CANONIQUE :

PRINCIPES ET APPLICATIONR. Palm �
RÉSUMÉCette note dé
rit les di�érentes étapes de l'interprétation d'une analyse des
orrélations 
anoniques, à partir d'un exemple 
on
ret traité par le logi
iel SAS.Elle rappelle également les liens qui existent entre l'analyse des 
orrélations
anoniques et d'autres méthodes statistiques d'analyse multivariée.

SUMMARYThis note des
ribes the di�erent stages in interpreting a 
anoni
al 
orrelationanalysis. It is based on an example analysed by SAS software. Relationship withsome other multivariate statisti
al methods is pointed out, too.
1. INTRODUCTIONL'analyse des 
orrélations 
anoniques 1 est une te
hnique statistique utiliséepour étudier les relations existant entre deux groupes de variables. Les variablesen question sont quantitatives, mais peuvent éventuellement résulter d'un 
odagedu type 0/1, pour dé
rire, par exemple, une 
ara
téristique qualitative de typeprésen
e ou absen
e.Le prin
ipe de la 
orrélation 
anonique est le suivant. Pour 
ha
un des deuxgroupes de variables, on détermine une nouvelle variable qui est une 
ombinaisonlinéaire des variables du groupe et qui est appelée première variable 
anonique 2.Ces deux variables 
anoniques sont 
onstruites de telle sorte que leur 
oe�
ientde 
orrélation, appelé premier 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique 3 soit maxi-mum. On détermine ensuite, dans 
haque groupe, une deuxième variable 
ano-nique, non 
orrélée à la première, en 
al
ulant une autre 
ombinaison linéaire des�Chargé de 
ours asso
ié à la Fa
ulté universitaire des S
ien
es agronomiques de Gembloux.1. En anglais: 
anoni
al 
orrelation analysis, 
anoni
al analysis.2. En anglais: 
anoni
al variate.3. En anglais: 
anoni
al 
orrelation 
oe�
ient.1



variables initiales. Ces 
ombinaisons linéaires sont 
al
ulées de manière à assurerégalement la valeur maximum du se
ond 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique. Lepro
essus de détermination des variables 
anoniques se poursuit jusqu'à 
e quele nombre de 
ouples de variables 
anoniques soit égal au nombre de variablesinitiales du groupe qui en 
omporte le moins, pour autant, du moins, que lesmatri
es de 
orrélation des variables des deux groupes ne soient pas singulières.L'obje
tif de 
ette note est d'illustrer l'interprétation des résultats d'uneanalyse des 
orrélations 
anoniques par un exemple 
on
ret et de présenter lesrelations qui existent entre l'analyse des 
orrélations 
anoniques et les autresméthodes statistiques multivariées.Le paragraphe 2 sera 
onsa
ré à l'exemple. Nous présenterons d'abord lesdonnées utilisées (paragraphe 2.1). Ensuite, nous passerons en revue les troisphases prin
ipales de l'interprétation d'une analyse des 
orrélations 
anoniques,qui sont l'examen et, éventuellement, les tests de signi�
ation des 
oe�
ientsde 
orrélation 
anonique (paragraphe 2.2), l'examen des variables 
anoniques
orrespondantes (paragraphe 2.3) et l'analyse de la redondan
e, dont le but estde mesurer la qualité de la prédi
tion des variables initiales par les variables
anoniques (paragraphe 2.4). Au paragraphe 3, nous examinerons les liens entrel'analyse des 
orrélations 
anoniques et les autres méthodes statistiques multi-variées. Après un bref rappel théorique relatif au 
al
ul des 
oe�
ients et desvariables 
anoniques (paragraphe 3.1), nous envisagerons su

essivement les liensentre, d'une part, la 
orrélation 
anonique et, d'autre part, la régression multipleet la régression multiple multivariable (paragraphe 3.2), l'analyse de la varian
emultivariée et l'analyse fa
torielle dis
riminante (paragraphe 3.3), et l'analysefa
torielle des 
orrespondan
es (paragraphe 3.4). En�n, quelques 
on
lusionstermineront 
ette note (paragraphe 4).Les di�érentes �gures illustrant le texte 
orrespondent toutes à des extraitsde do
uments imprimés obtenus par la pro
édure CANCORR du logi
iel SAS.Des informations 
omplémentaires relatives à 
ette pro
édure sont données dansle manuel d'utilisation de 
e logi
iel [X, 1985℄.
2. INTERPRÉTATION DES RÉSULTATS :

UN EXEMPLE CONCRET

2.1. Matrice des données et examen des corrélations simplesL'exemple traité 
on
erne l'étude de la relation existant, pour la 
hi
oréewitloof (Ci
horium intybus L.), entre, d'une part, diverses 
ara
téristiques de laplante et, d'autre part, les 
ara
téristiques du 
hi
on qu'elle produit au forçage[Ron
haine, 1962℄.
2



Les variables retenues et les symboles 
orrespondants sont les suivants:variables relatives à la plante mise en forçage:PLPOIDSF = poids des feuilles (en grammes);PLPOIDSR = poids de la ra
ine (en grammes);PLDIAMRC = diamètre de la ra
ine au 
ollet (en millimètres);PLDIAMFC = diamètre de la base du feuillage au 
ollet (en millimètres);PLHAUTGF = hauteur de la plus grande feuille (en millimètres);PLLARGPE = largeur des pétioles (valeur 0 si les pétioles sont étroits et valeur1 si les pétioles sont larges);PLPUBESC = présen
e (valeur 1) ou absen
e (valeur 0) de pubes
en
e desfeuilles;PLLOBES = présen
e (valeur 1) ou absen
e (valeur 0) de lobes sur les feuilles;PLGAUFRU = présen
e (valeur 1) ou absen
e (valeur 0) de gaufrure des feuilles;variables relatives au 
hi
on produit:CHICLONG = longueur (en millimètres);CHICLARG = largeur (en millimètres);CHICPOID = poids (en grammes);CHICLAXE = longueur de l'axe (en millimètres);CHICQUAL = appré
iation de la qualité, en fon
tion de son degré d'ouverture(valeur 0 si le 
hi
on est de bonne qualité et valeur 1 si le 
hi
on est dequalité inférieure).On remarque la présen
e, dans 
ha
un des deux groupes de 
ara
téristiques,d'une ou plusieurs variables qualitatives 
odées sous la forme 0/1. De manièreà améliorer la linéarité des relations entre les di�érentes variables quantitatives,
elles-
i ont subi une transformation logarithmique. Par 
ontre, les variables al-ternatives n'ont pas été transformées. En�n, signalons en
ore que les 
ara
téris-tiques énumérées 
i-dessus ont été déterminées sur 1.000 individus. Des informa-tions 
omplémentaires 
on
ernant la des
ription des variables et la justi�
ationde la transformation logarithmique sont données par Ron
haine [1962℄.Les moyennes et les é
arts-types des di�érentes variables sont données dansla �gure 1, et les 
oe�
ients de 
orrélation simple entre les variables d'un mêmegroupe et entre les variables de groupes di�érents sont données dans les �gures2 et 3.L'examen de la matri
e de 
orrélation des variables relatives aux plantesmontre que les 
orrélations entre les variables 
orrespondant à des mesures pro-prement dites sont, dans l'ensemble, assez élevées, à l'ex
eption toutefois de lahauteur de la plus grande feuille. Par 
ontre, les variables alternatives sont net-tement moins 
orrélées, entre elles d'une part, et ave
 les autres variables dugroupe, d'autre part. 3



StandardVariable Mean Deviation LabelPLPOIDSF 5.579349 0.363423 POIDS DES FEUILLES (LOG)PLPOIDSR 4.730569 0.350282 POIDS DE LA RACINE (LOG)PLDIAMRC 3.650984 0.143490 DIAM. RACINE AU COLLET (LOG)PLDIAMFC 3.445512 0.146972 DIAM. BASE DU FEUILLAGE (LOG)PLHAUTGF 6.258686 0.158010 HAUT. PLUS GRANDE FEUILLE (LOG)PLLARGPE 0.168000 0.374053 LARGEUR DES PETIOLES (0/1)PLPUBESC 0.315000 0.464748 PUBESCENCE (0/1)PLLOBES 0.411000 0.492261 LOBES (0/1)PLGAUFRU 0.106000 0.307992 GAUFRURE (0/1)CHICLONG 5.245452 0.198207 LONGUEUR DU CHICON (LOG)CHICLARG 3.622549 0.175346 LARGEUR DU CHICON (LOG)CHICPOID 4.605199 0.344265 POIDS DU CHICON (LOG)CHICLAXE 3.641365 0.577048 LONGUEUR AXE DU CHICON (LOG)CHICQUAL 0.280000 0.449224 QUALITE DU CHICON (0/1)Figure 1. Moyennes et é
arts-types des di�érentes variables 
onsidérées.Pour les variables relatives au 
hi
on, les 
orrélations ne dépassent pas 0,6.Les valeurs les plus élevées 
on
ernent la largeur et le poids du 
hi
on (0,59),la longueur de l'axe et le poids du 
hi
on (0,46), et la longueur et le poids du
hi
on (0,39).En�n, la matri
e de 
orrélation entre les variables relatives à la plante et
elles relatives au 
hi
on montre que les huit 
orrélations les plus élevées sont les
orrélations entre l'une des quatre premières variables du premier groupe (poidsdes feuilles, poids de la ra
ine, diamètre de la ra
ine au 
ollet, diamètre de labase du feuillage) et l'une des deux variables suivantes du se
ond groupe : largeurdu 
hi
on et poids du 
hi
on. Toutes 
es 
orrélations sont 
omprises entre 0,37et 0,55. Quant aux autres 
orrélations, elles sont toutes inférieures à 0,22. La
orrélation la plus élevée de 
ette matri
e étant égale à 0,55, on peut a�rmerque le premier 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique sera au moins égal à 
ettevaleur, 
ar le premier 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique est toujours supérieurou égal à la valeur absolue du 
oe�
ient de 
orrélation le plus grand, en valeurabsolue, de la matri
e de 
orrélation entre les variables des groupes di�érents.On pourrait éventuellement aussi tester la signi�
ation de 
ha
un des 
oe�-
ients de 
orrélation. Il su�t pour 
ela de 
al
uler la valeur 
ritique [Dagnelie,1979-1980℄: r1��=2 = t1��=2qn� 2 + t21��=2 ;
4



Correlations Among the PLANTEPLPOIDSF PLPOIDSR PLDIAMR PLDIAMFC PLHAUTGFPLPOIDSF 1.0000 0.6842 0.6865 0.7848 0.1810PLPOIDSR 0.6842 1.0000 0.8625 0.8037 0.0880PLDIAMRC 0.6865 0.8625 1.0000 0.8857 0.0690PLDIAMFC 0.7848 0.8037 0.8857 1.0000 0.0862PLHAUTGF 0.1810 0.0880 0.0690 0.0862 1.0000PLLARGPE 0.0224 0.0207 0.0040 0.0014 0.0497PLPUBESC 0.0372 0.0603 0.0415 0.0645 0.0453PLLOBES 0.2373 0.2241 0.2136 0.2169 0.0510PLGAUFRU 0.3366 0.2720 0.2858 0.2898 0.0136Correlations Among the PLANTEPLLARGPE PLPUBESC PLLOBES PLGAUFRUPLPOIDSF 0.0224 0.0372 0.2373 0.3366PLPOIDSR 0.0207 0.0603 0.2241 0.2720PLDIAMRC 0.0040 0.0415 0.2136 0.2858PLDIAMFC 0.0014 0.0645 0.2169 0.2898PLHAUTGF 0.0497 0.0453 0.0510 0.0136PLLARGPE 1.0000 0.0638 0.0867 -0.0070PLPUBESC 0.0638 1.0000 -0.0633 -0.0866PLLOBES 0.0867 -0.0633 1.0000 0.1349PLGAUFRU -0.0070 -0.0866 0.1349 1.0000Correlations Among the CHICONCHICLONG CHICLARG CHICPOID CHICLAXE CHICQUALCHICLONG 1.0000 -0.1145 0.3927 0.2611 -0.3070CHICLARG -0.1145 1.0000 0.5896 0.2627 0.1744CHICPOID 0.3927 0.5896 1.0000 0.4612 0.0897CHICLAXE 0.2611 0.2627 0.4612 1.0000 -0.0259CHICQUAL -0.3070 0.1744 0.0897 -0.0259 1.0000Figure 2. Coe�
ients de 
orrélation simple entre les variables d'un même groupe.
5



Correlations Between the PLANTE and the CHICONCHICLONG CHICLARG CHICPOID CHICLAXE CHICQUALPLPOIDSF 0.0349 0.3712 0.4376 0.2145 0.0234PLPOIDSR -0.0676 0.5176 0.5539 0.1723 0.1269PLDIAMRC -0.0195 0.5061 0.5272 0.1546 0.0734PLDIAMFC -0.0001 0.4579 0.5072 0.1442 0.0425PLHAUTGF 0.1114 -0.0132 0.0829 0.0816 -0.0701PLLARGPE -0.0298 0.0292 0.0171 -0.0181 -0.0002PLPUBESC -0.0461 -0.0172 -0.0121 -0.0211 0.0038PLLOBES 0.0122 0.1156 0.1543 0.0055 0.0042PLGAUFRU -0.0660 0.2164 0.1873 0.0962 0.0674Figure 3. Coe�
ients de 
orrélation simple entre les variables de groupes di�é-rents.soit, pour � = 0; 05 et n = 1:000, r1��=2 = 0; 062, et de rejeter l'hypothèse denullité du 
oe�
ient de 
orrélation si la 
orrélation 
al
ulée sur les données del'é
hantillon est supérieure, en valeur absolue, à 
ette valeur.Pour l'exemple qui nous 
on
erne, l'intérêt de 
es tests est 
ependant assezlimité, 
ar 
ompte tenu de l'importan
e de l'e�e
tif, les tests 
onduisent au rejetde l'hypothèse de nullité pour des 
oe�
ients de 
orrélation dont la valeur est trèsfaible. Bien que signi�
atifs, de tels 
oe�
ients sont sans grand intérêt, 
ar ons'intéresse bien plus à l'intensité des liaisons qu'à la re
her
he de l'indépendan
eentre les 
ara
tères. D'autre part, d'un point de vue théorique, la réalisation deprès d'une 
entaine de tests augmente de façon importante le risque global depremière espè
e [Dagnelie, 1982℄.
2.2. Coefficients de corrélation canonique et tests de significationLa �gure 4 reprend les informations qui 
on
ernent les 
oe�
ients de 
orré-lation 
anonique et leur test de signi�
ation.Tout d'abord, on véri�e qu'on dispose bien de 
inq 
oe�
ients de 
orrélation
anonique, puisque le groupe de variables qui 
omporte le moins de variables estle groupe relatif au 
hi
on, ave
 pré
isément 
inq variables. On véri�e aussi queles 
oe�
ients ont des valeurs progressivement dé
roissantes et que le premier
oe�
ient est supérieur au 
oe�
ient de 
orrélation simple le plus élevé, en valeurabsolue, de la matri
e de 
orrélation entre les variables des groupes di�érents.Les 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique donnés dans la première 
olonne dela �gure 4 sont des estimations biaisées des 
oe�
ients de 
orrélation 
anoniquethéoriques et Lawley [1959℄ a montré que des estimations moins biaisées pou-vaient être obtenues, du moins lorsque les 
oe�
ients de 
orrélation 
anoniquethéoriques ne présentent ni des valeurs trop pro
hes les unes des autres, ni des6



Canoni
al Correlation AnalysisAdjusted Approximate SquaredCanoni
al Canoni
al Standard Canoni
alCorrelation Correlation Error Correlation1 0.660496 0.655446 0.017836 0.4362562 0.212107 . 0.030215 0.0449893 0.174263 . 0.030678 0.0303674 0.118993 . 0.031191 0.0141595 0.050299 . 0.031559 0.002530Eigenvalues of Inv(E)*H = CanRsq/(1-CanRsq)Eigenvalue Differen
e Proportion Cumulative1 0.7739 0.7267 0.8903 0.89032 0.0471 0.0158 0.0542 0.94453 0.0313 0.0170 0.0360 0.98064 0.0144 0.0118 0.0165 0.99715 0.0025 0.0029 1.0000Test of H0: The 
anoni
al 
orrelations in the
urrent row and all that follow are zeroLikelihood ApproximateRatio F Value Num DF Den DF Pr > F1 0.51333900 15.77 45 4413.7 <.00012 0.91058816 2.93 32 3641.5 <.00013 0.95348474 2.26 21 2837.6 0.00094 0.98334650 1.39 12 1978 0.16325 0.99747002 0.50 5 990 0.7747Multivariate Statisti
s and F ApproximationsS=5 M=1.5 N=492Statisti
 Value F Value Num DF Den DF Pr > FWilks' Lambda 0.51333900 15.77 45 4413.7 <.0001Pillai's Tra
e 0.52830165 13.00 45 4950 <.0001Hotelling-Lawley Tra
e 0.86917977 19.02 45 3074.3 <.0001Roy's Greatest Root 0.77385347 85.12 9 990 <.0001NOTE: F Statisti
 for Roy's Greatest Root is an upper bound.Figure 4. Coe�
ients de 
orrélation 
anonique et informations asso
iées.7



valeurs trop faibles. Le logi
iel SAS donne 
es 
oe�
ients de 
orrélation 
ano-nique ajustés, pour autant qu'ils puissent être 
al
ulés et pour autant aussi qu'un
oe�
ient ajusté ne soit pas supérieur au pré
édent [X, 1985℄.L'erreur-standard approximative des 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique estégalement donnée dans la �gure 4. Elle est égale à:1� r2kpn ;rk étant le ki�eme 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique observé et n l'e�e
tif del'é
hantillon. On retrouve, en fait, la formule de l'erreur-standard relative à un
oe�
ient de 
orrélation 
lassique [Dagnelie, 1979-1980℄.Les tests de signi�
ation des 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique peuventêtre réalisés par l'intermédiaire des variables � de Wilks [Dagnelie, 1982℄.Pour tester la signi�
ation du premier 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique, onémet l'hypothèse nulle suivante:H0 : �1 = �2 = : : : = �5 = 0;�k (k = 1; : : : ; 5) étant les k 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique théoriques.La valeur �obs est égale à:�obs = 5Yk=1(1� r2k) = 0; 51334;et 
ette valeur doit être 
omparée à la valeur théorique ��, relative à la variablede Wilks à p = 9, q = 5 et r = 1:000� 5� 1 = 994 degrés de liberté, ou en
oreà p = 5, q = 9 et r = 1:000�9�1 = 990 degrés de liberté, en raison de l'identitéentre les distributions de Wilks de paramètres p, q et r, d'une part, et q, p etq + r � p, d'autre part [Dagnelie, 1982℄.La relation qui existe entre les variables de Wilks et les variables F deSnede
or, permet d'a�rmer que la quantité:Fobs = 1� �1=tobs�1=tobs st� 2upq ;ave
: s = r � p� q + 12 ; t =s p2q2 � 4p2 + q2 � 5 ;si p2 + q2 � 5 est positif, et t = 1 sinon, et:u = pq � 24 ;est une valeur observée d'une variable aléatoire approximativement distribuéeselon une loi F de Snede
or à k1 = pq et k2 = st� 2u degrés de liberté [Rao,1952℄. On a, par 
onséquent: Fobs = 15; 77;8



les nombres de degrés de liberté étant respe
tivement égaux à 45 et 4.413,72.La probabilité pour que la variable F de Snede
or soit supérieure à Fobs étantpratiquement égale à zéro, on rejette l'hypothèse de nullité des 
inq 
oe�
ientsde 
orrélation 
anonique. On 
on
lut don
 aussi que le premier 
oe�
ient de
orrélation 
anonique est signi�
atif.Pour le test de signi�
ation du deuxième 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique,on a: �obs = 5Yk=2(1� r2k) = 0; 91059;et les nombres de degrés de liberté de la variable de Wilks 
orrespondante sontégaux à p = 8, q = 4 et r = 994. En utilisant la transformation donnée 
i-dessus,on trouve: Fobs = 2; 93;ave
 k1 = 32 et k2 = 3:641; 47 degrés de liberté et on 
on
lut que le deuxième
oe�
ient de 
orrélation 
anonique est signi�
atif.Des 
al
uls analogues permettent de tester la signi�
ation des trois autres
oe�
ients de 
orrélation 
anonique. Toutefois, dans le 
as des deux derniers
oe�
ients, la formule de passage de la variable de Wilks à la variable deSnede
or est une relation exa
te. Pour le quatrième 
oe�
ient, on a, en e�et,une variable de Wilks à p = 6, q = 2 et r = 994 degrés de liberté et on peutdéterminer la valeur Fobs en utilisant une relation plus simple [Dagnelie, 1982℄:Fobs = r � p+ 1p 1�p�obsp�obs = 994� 6 + 16 1�p0; 98335p0; 98335 = 1; 39;ave
 k1 = 2p = 12 et k2 = 2(r�p+1) = 1:978 degrés de liberté. De même, pourle 
inquième 
oe�
ient, on a une variable de Wilks à p = 5, q = 1 et r = 994degrés de liberté, et don
 aussi [Dagnelie, 1982℄:Fobs = r � p+ 1p 1� �obs�obs = 994� 5 + 15 1� 0; 997470; 99747 = 0; 50;ave
 k1 = p = 5 et k2 = (r � p+ 1) = 990 degrés de liberté.L'examen des probabilités asso
iées aux di�érents tests montre que les deuxderniers 
oe�
ients de 
orrélation sont non signi�
atifs.On notera 
ependant que les di�érents tests de signi�
ation des 
oe�
ientsde 
orrélation 
anonique ne sont qu'approximatifs, en raison du non-respe
t des
onditions d'appli
ation. En e�et, pour les problèmes d'inféren
e statistique re-latifs à la 
orrélation 
anonique, on suppose, d'une façon générale, que les qvariables du premier groupe et les p variables du deuxième groupe ont une dis-tribution normale à q+ p dimensions, et que l'é
hantillon est aléatoire et simple[Dagnelie, 1982℄. Cette 
ondition de normalité à q+p dimensions n'est évidem-ment pas véri�ée dans 
et exemple, 
ompte tenu de la présen
e, dans 
ha
un desdeux groupes de variables, d'une ou plusieurs variables alternatives. Cependant,9



du fait de la taille élevée de l'é
hantillon, les tests restent valables, du moins defaçon approximative [Kshirsagar, 1972℄. Le problème de la multinormalité dela population-parent, en relation ave
 les tests de signi�
ation des 
oe�
ients de
orrélation 
anonique, sera en
ore abordé au paragraphe 3.3.La �gure 4 donne également des informations 
on
ernant les valeurs propresde la matri
e E�1H, ainsi que des informations relatives à di�érents tests mul-tivariés. Des 
ommentaires à 
es sujets seront présentés aux paragraphes 3.2 et3.3.
2.3. Variables canoniquesLa �gure 5 donne les 
oe�
ients 
anoniques 4, 
'est-à-dire les 
oe�
ientsqui interviennent dans les 
ombinaisons linéaires 
onstituant les variables 
ano-niques. A partir de 
es 
oe�
ients et des observations 
entrées réduites, on peutdéterminer la valeur des variables 
anoniques pour 
ha
un des individus.A partir des données brutes, qui �gurent partiellement en annexe, des moyen-nes et des é
arts-types des variables initiales (�gure 1), on peut, à titre d'exemple,
al
uler, pour le premier individu, les observations 
entrées réduites relatives aux
inq 
ara
téristiques du 
hi
on. On obtient:(5; 1930� 5; 2455)=0; 1982 = �0; 2649;(3; 5264� 3; 6225)=0; 1753 = �0; 5482;(4; 2767� 4; 6052)=0; 3443 = �0; 9541;(4; 4886� 3; 6414)=0; 5770 = 1; 4683;(0� 0; 28)=0; 4492 = �0; 6233:Pour le premier individu, la première variable 
anonique relative aux 
ara
-téristiques du 
hi
on vaut don
:(�0; 4255)(�0; 2649)+ (0; 2623)(�0; 5482)+ (0; 9353)(�0; 9541)+(�0; 1417)(1; 4683)+ (�0; 0822)(�0; 6233) = �1; 0803:Aux arrondis près, 
e résultat 
orrespond bien à la valeur donnée dans l'annexeet égale à �1; 0805.Des 
al
uls similaires peuvent évidemment être réalisés pour tous les indivi-dus et pour toutes les variables 
anoniques et on pourrait véri�er que les variables
anoniques ainsi 
réées présentent les 
ara
téristiques suivantes:� la 
orrélation entre la ji�eme variable 
anonique d'un groupe et la ki�emevariable 
anonique de 
e même groupe est nulle;� la 
orrélation entre la ji�eme variable 
anonique d'un groupe et la ki�emevariable 
anonique de l'autre groupe est nulle si j est di�érent de k et est,par dé�nition, égale au ki�eme 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique si j estégal à k.4. En anglais: 
anoni
al 
oe�
ients. 10



Canoni
al Correlation AnalysisStandardized Canoni
al Coeffi
ients for the PLANTEPLANTE1 PLANTE2 PLANTE3PLPOIDSF POIDS DES FEUILLES (LOG) -0.0712 0.8434 -1.1129PLPOIDSR POIDS DE LA RACINE (LOG) 0.7342 -1.0320 -0.6716PLDIAMRC DIAM. RACINE AU COLLET (LOG) 0.1725 0.5164 0.1232PLDIAMFC DIAM. BASE DU FEUILLAGE (LOG) 0.1530 0.0685 1.5345PLHAUTGF HAUT. PLUS GRANDE FEUILLE (LOG) -0.0481 0.5353 0.0516PLLARGPE LARGEUR DES PETIOLES (0/1) 0.0481 -0.1245 0.1115PLPUBESC PUBESCENCE (0/1) -0.0407 -0.2187 -0.0061PLLOBES LOBES (0/1) 0.0207 0.0034 0.4133PLGAUFRU GAUFRURE (0/1) 0.0898 -0.3182 -0.3268Standardized Canoni
al Coeffi
ients for the PLANTEPLANTE4 PLANTE5PLPOIDSF POIDS DES FEUILLES (LOG) -0.1467 0.2479PLPOIDSR POIDS DE LA RACINE (LOG) 1.1976 -0.7302PLDIAMRC DIAM. RACINE AU COLLET (LOG) -1.9892 -0.2967PLDIAMFC DIAM. BASE DU FEUILLAGE (LOG) 0.8642 0.7878PLHAUTGF HAUT. PLUS GRANDE FEUILLE (LOG) 0.3767 -0.1568PLLARGPE LARGEUR DES PETIOLES (0/1) -0.0593 0.4210PLPUBESC PUBESCENCE (0/1) 0.2806 0.5760PLLOBES LOBES (0/1) 0.2559 -0.1712PLGAUFRU GAUFRURE (0/1) -0.1910 0.4212Standardized Canoni
al Coeffi
ients for the CHICONCHICON1 CHICON2 CHICON3CHICLONG LONGUEUR DU CHICON (LOG) -0.4255 0.6260 0.2323CHICLARG LARGEUR DU CHICON (LOG) 0.2623 0.0023 0.0700CHICPOID POIDS DU CHICON (LOG) 0.9353 0.0651 0.3452CHICLAXE LONGUEUR AXE DU CHICON (LOG) -0.1417 0.3266 -1.0556CHICQUAL QUALITE DU CHICON (0/1) -0.0822 -0.4191 -0.3497Standardized Canoni
al Coeffi
ients for the CHICONCHICON4 CHICON5CHICLONG LONGUEUR DU CHICON (LOG) -0.6670 -0.8103CHICLARG LARGEUR DU CHICON (LOG) -1.3742 -0.0020CHICPOID POIDS DU CHICON (LOG) 1.2570 0.0440CHICLAXE LONGUEUR AXE DU CHICON (LOG) -0.0389 0.2095CHICQUAL QUALITE DU CHICON (0/1) -0.0620 -0.9307Figure 5. Coe�
ients des variables 
anoniques.11



On peut 
onstater également que, 
ontrairement à l'analyse en 
omposantesprin
ipales, les ve
teurs des 
oe�
ients 
anoniques ne sont pas de norme 1. Pourla variable CHICON1, 
'est-à-dire pour la première variable 
anonique du groupede variables dé
rivant le 
hi
on, on a, par exemple:(�0; 4255)2 + (0; 2623)2 + : : :+ (�0; 0822)2 = 1; 1515:Cette dis
ordan
e par rapport à l'analyse en 
omposantes prin
ipales résulte dufait qu'en analyse des 
orrélations 
anoniques, les ve
teurs des 
oe�
ients 
ano-niques sont standardisés de manière à obtenir des variables 
anoniques d'é
art-type unitaire.De même, le produit s
alaire des ve
teurs relatifs à deux variables 
anoniquesdu même groupe n'est pas nul, 
ontrairement à l'analyse en 
omposantes prin-
ipales. Pour les variables CHICON1 et CHICON2, par exemple, on a:(�0; 4255)(0; 6260)+ (0; 2623)(0; 0023)+ : : :+ (�0; 0822)(�0; 4191) = �0; 2167:Les 
oe�
ients 
anoniques représentent les poids des di�érentes variables ini-tiales 
entrées réduites dans la détermination de la variable 
anonique. A�n dedistinguer les variables 
entrées réduites des variables initiales, nous allons adop-ter la 
onvention suivante: les variables 
entrées réduites seront désignées par lesymbole de la variable initiale 
orrespondante, a�e
té d'un astérisque. Ainsi, parexemple, PLPOIDSR* représente la variable 
entrée réduite 
orrespondant aupoids de la ra
ine.L'examen des 
oe�
ients 
anoniques montre, par exemple, que la variablePLANT1 est avant tout une fon
tion 
roissante de la variable PLPOIDSR*, alorsque la variable PLANT2 est essentiellement une fon
tion 
roissante des variablesPLPOIDSF*, PLDIAMRC* et PLHAUTGF* et une fon
tion dé
roissante de lavariable PLPOIDSR*. On voit également que la variable CHICON1 est surtoutfon
tion de la variable CHICPOID* et que CHICON2 est une fon
tion 
roissantede CHICLONG* et, dans une mesure moindre, de CHICLAXE* et une fon
tiondé
roissante de CHICQUAL*.Les �gures 6 et 7 donnent les 
orrélations entre les variables 
anoniques et lesvariables de départ. On peut 
onstater, par exemple, que la variable 
anoniquePLANTE1 est fortement 
orrélée aux variables PLPOIDSR, PLDIAMRC etPLDIAMFC et, dans une mesure moindre, à PLPOIDSF. Elle est égalementmoyennement 
orrélée à deux 
ara
téristiques relatives aux 
hi
ons (CHICLARGet CHICPOID). Quant à la variable 
anonique CHICON1, elle est fortement
orrélée à CHICLARG et CHICPOID, d'une part, et moyennement 
orrélée àPLPOIDSF, PLPOIDSR, PLDIAMRC et PLDIAMFC, d'autre part.La valeur relativement élevée du premier 
oe�
ient de 
orrélation 
ano-nique traduit don
 essentiellement les relations entre, d'une part, les quatre pre-mières variables relatives aux plantes (PLPOIDSF, PLPOIDSR, PLDIAMRC etPLDIAMFC) et, d'autre part, les variables CHICLARG et CHICPOID. L'exa-men de la matri
e de 
orrélation entre les variables des deux groupes (�gure 2)avait d'ailleurs déjà mis en éviden
e l'importan
e de 
es relations.12



Canoni
al Stru
tureCorrelations Between the PLANTE and Their Canoni
al VariablesPLANTE1 PLANTE2 PLANTE3PLPOIDSF POIDS DES FEUILLES (LOG) 0.6957 0.5252 -0.2838PLPOIDSR POIDS DE LA RACINE (LOG) 0.9807 -0.0090 -0.0834PLDIAMRC DIAM. RACINE AU COLLET (LOG) 0.9178 0.2030 0.1376PLDIAMFC DIAM. BASE DU FEUILLAGE (LOG) 0.8638 0.2987 0.2295PLHAUTGF HAUT. PLUS GRANDE FEUILLE (LOG) 0.0316 0.6183 -0.0463PLLARGPE LARGEUR DES PETIOLES (0/1) 0.0588 -0.1096 0.1157PLPUBESC PUBESCENCE (0/1) 0.0097 -0.1801 0.0278PLLOBES LOBES (0/1) 0.2548 0.0848 0.3264PLGAUFRU GAUFRURE (0/1) 0.3646 -0.1200 -0.3480Correlations Between the PLANTE and Their Canoni
al VariablesPLANTE4 PLANTE5PLPOIDSF POIDS DES FEUILLES (LOG) 0.0590 0.2665PLPOIDSR POIDS DE LA RACINE (LOG) 0.1302 -0.0775PLDIAMRC DIAM. RACINE AU COLLET (LOG) -0.2541 0.0401PLDIAMFC DIAM. BASE DU FEUILLAGE (LOG) 0.0003 0.2420PLHAUTGF HAUT. PLUS GRANDE FEUILLE (LOG) 0.4131 -0.0847PLLARGPE LARGEUR DES PETIOLES (0/1) 0.0157 0.4225PLPUBESC PUBESCENCE (0/1) 0.3341 0.5738PLLOBES LOBES (0/1) 0.2226 -0.1197PLGAUFRU GAUFRURE (0/1) -0.2169 0.3714Correlations Between the CHICON and Their Canoni
al VariablesCHICON1 CHICON2 CHICON3CHICLONG LONGUEUR DU CHICON (LOG) -0.1000 0.8652 0.1916CHICLARG LARGEUR DU CHICON (LOG) 0.8109 -0.0182 -0.0914CHICPOID POIDS DU CHICON (LOG) 0.8501 0.4254 -0.0405CHICLAXE LONGUEUR AXE DU CHICON (LOG) 0.2496 0.5315 -0.8083CHICQUAL QUALITE DU CHICON (0/1) 0.1817 -0.6135 -0.3505Correlations Between the CHICON and Their Canoni
al VariablesCHICON4 CHICON5CHICLONG LONGUEUR DU CHICON (LOG) -0.0072 -0.4523CHICLARG LARGEUR DU CHICON (LOG) -0.5777 0.0094CHICPOID POIDS DU CHICON (LOG) 0.1613 -0.2622CHICLAXE LONGUEUR AXE DU CHICON (LOG) 0.0073 0.0418CHICQUAL QUALITE DU CHICON (0/1) 0.0168 -0.6837Figure 6. Corrélations entre les variables de départ et les variables 
anoniques.13



Correlations Between the PLANTE and the Canoni
al Variablesof the CHICONCHICON1 CHICON2 CHICON3PLPOIDSF POIDS DES FEUILLES (LOG) 0.4595 0.1114 -0.0495PLPOIDSR POIDS DE LA RACINE (LOG) 0.6477 -0.0019 -0.0145PLDIAMRC DIAM. RACINE AU COLLET (LOG) 0.6062 0.0431 0.0240PLDIAMFC DIAM. BASE DU FEUILLAGE (LOG) 0.5706 0.0634 0.0400PLHAUTGF HAUT. PLUS GRANDE FEUILLE (LOG) 0.0208 0.1311 -0.0081PLLARGPE LARGEUR DES PETIOLES (0/1) 0.0389 -0.0233 0.0202PLPUBESC PUBESCENCE (0/1) 0.0064 -0.0382 0.0048PLLOBES LOBES (0/1) 0.1683 0.0180 0.0569PLGAUFRU GAUFRURE (0/1) 0.2408 -0.0255 -0.0606Correlations Between the PLANTE and the Canoni
al Variablesof the CHICON CHICON4 CHICON5PLPOIDSF POIDS DES FEUILLES (LOG) 0.0070 0.0134PLPOIDSR POIDS DE LA RACINE (LOG) 0.0155 -0.0039PLDIAMRC DIAM. RACINE AU COLLET (LOG) -0.0302 0.0020PLDIAMFC DIAM. BASE DU FEUILLAGE (LOG) 0.0000 0.0122PLHAUTGF HAUT. PLUS GRANDE FEUILLE (LOG) 0.0492 -0.0043PLLARGPE LARGEUR DES PETIOLES (0/1) 0.0019 0.0212PLPUBESC PUBESCENCE (0/1) 0.0398 0.0289PLLOBES LOBES (0/1) 0.0265 -0.0060PLGAUFRU GAUFRURE (0/1) -0.0258 0.0187Correlations Between the CHICON and the Canoni
al Variablesof the PLANTEPLANTE1 PLANTE2 PLANTE3CHICLONG LONGUEUR DU CHICON (LOG) -0.0660 0.1835 0.0334CHICLARG LARGEUR DU CHICON (LOG) 0.5356 -0.0039 -0.0159CHICPOID POIDS DU CHICON (LOG) 0.5615 0.0902 -0.0071CHICLAXE LONGUEUR AXE DU CHICON (LOG) 0.1648 0.1127 -0.1409CHICQUAL QUALITE DU CHICON (0/1) 0.1200 -0.1301 -0.0611Correlations Between the CHICON and the Canoni
al Variablesof the PLANTEPLANTE4 PLANTE5CHICLONG LONGUEUR DU CHICON (LOG) -0.0009 -0.0228CHICLARG LARGEUR DU CHICON (LOG) -0.0687 0.0005CHICPOID POIDS DU CHICON (LOG) 0.0192 -0.0132CHICLAXE LONGUEUR AXE DU CHICON (LOG) 0.0009 0.0021CHICQUAL QUALITE DU CHICON (0/1) 0.0020 -0.0344Figure 7. Corrélations entre les variables de départ et les variables 
anoniques(suite). 14



Par 
ontre les variables 
anoniques PLANT2 et PLANT3 ne sont que fai-blement 
orrélées aux variables du groupe "
hi
on" et les variables 
anoniquesCHICON2 et CHICON3 ne sont, elles aussi, que faiblement 
orrélées aux va-riables du groupe "plante". Parmi toutes 
es 
orrélations 
roisées, la plus élevéen'atteint, en e�et, que 0,18. Ce
i explique les valeurs relativement faibles, quoiquesigni�
atives, des deuxième et troisième 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique.
2.4. Analyse de la redondanceL'analyse de la redondan
e 5 a pour obje
tif d'examiner dans quelle mesureles variables de départ peuvent être estimées à partir des variables 
anoniques[Cooley et Lohnes, 1971; X, 1985℄. Pour l'exemple 
onsidéré, les �gures 8 et9 donnent les informations relatives à 
ette analyse.L'examen de la première partie de la �gure 8 montre que 35,96 ou 36 % dela variabilité des variables du groupe "plante" sont expliqués par la premièrevariable 
anonique de 
e groupe et que 15,69 ou 16 % de 
ette même variabilitésont expliqués par la première variable 
anonique du groupe "
hi
on".La valeur 0,3596 est en fait égale à la moyenne des 
arrés des 
oe�
ients de
orrélation de la variable PLANTE1 et des variables initiales du groupe "plante"(�gure 6): (0; 69572 + 0; 98072 + : : :+ 0; 36462)=9 = 0; 3596:De même, la valeur 0,1569 est égale à la moyenne des 
arrés des 
oe�
ients de
orrélation de la variable CHICON1 et des variables initiales du groupe "plante"(�gure 7): (0; 45952 + 0; 64772 + : : :+ 0; 24082)=9 = 0; 1569:Cette valeur est aussi égale à la part de la variabilité des variables du groupe"plante" expliquée par la variable 
anonique PLANTE1, multipliée par le 
arrédu premier 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique:(0; 3596)(0; 4363) = 0; 1569;et on peut, par 
onséquent, donner à 
ette valeur l'interprétation suivante: parl'intermédiaire du premier 
ouple de variables 
anoniques (PLANTE1 et CHI-CON1), les variables du groupe "
hi
on" expliquent 16 % de la variabilité desvariables du groupe "plante".On ne perdra 
ependant pas de vue que la valeur 0,1569 ne représente que laproportion moyenne de la varian
e des variables du groupe "plante" expliquéepar l'intermédiaire du premier 
ouple de variables 
anoniques, par les variablesdu groupe "
hi
on" et que des di�éren
es importantes peuvent exister entre lesvariables. Ainsi, la �gure 9 montre que les 
oe�
ients de détermination indi-viduels des variables du groupe "plante" et de CHICON1 varient de 0, pourla variable PLPUBESC, à 0,4196, pour la variable PLPOIDSR. De façon plusgénérale, on 
onstate que, pour les quatre premières variables, le 
oe�
ient de5. En anglais: redundan
y analysis. 15



Standardized Varian
e of the PLANTE Explained byTheir Own The OppositeCanoni
al Variables Canoni
al VariablesCanoni
alVariable Cumulative Canoni
al CumulativeNumber Proportion Proportion R-Square Proportion Proportion1 0.3596 0.3596 0.4363 0.1569 0.15692 0.0950 0.4546 0.0450 0.0043 0.16123 0.0448 0.4994 0.0304 0.0014 0.16254 0.0516 0.5510 0.0142 0.0007 0.16335 0.0894 0.6403 0.0025 0.0002 0.1635Standardized Varian
e of the CHICON Explained byTheir Own The OppositeCanoni
al Variables Canoni
al VariablesCanoni
alVariable Cumulative Canoni
al CumulativeNumber Proportion Proportion R-Square Proportion Proportion1 0.2971 0.2971 0.4363 0.1296 0.12962 0.3178 0.6149 0.0450 0.0143 0.14393 0.1646 0.7795 0.0304 0.0050 0.14894 0.0720 0.8515 0.0142 0.0010 0.14995 0.1485 1.0000 0.0025 0.0004 0.1503Figure 8. Analyse de la redondan
e.détermination varie de 0,21 à 0,42, alors que, pour les 
inq dernières variables,il est très faible. Cette 
onstatation est dire
tement liée au 
ommentaire donnéà la �n du paragraphe 2.3.La se
onde partie de la �gure 8 montre que, en moyenne, 29,71 ou 30 % de lavariabilité des variables du groupe "
hi
on" sont expliqués par la variable CHI-CON1 et que 12,96 ou 13 % de 
ette variabilité sont expliqués, en moyenne, parla variable PLANTE1. Cette dernière valeur montre que par l'intermédiaire dupremier 
ouple de variables 
anoniques (PLANTE1 et CHICON1), les variablesdu groupe "plante" expliquent, en moyenne 13 % de la variabilité des variables dugroupe "
hi
on". Toutefois, i
i aussi, des di�éren
es importantes existent entreles variables: pour les variables CHICLARG et CHICPOID, les 
oe�
ients dedétermination sont respe
tivement égaux à 0,29 et 0,32, alors que, pour les troisautres variables, ils sont pratiquement nuls (�gure 9). Ce
i 
on�rme, en
ore unefois, le 
ommentaire de la �n du paragraphe 2.3.16



Canoni
al Redundan
y AnalysisSquared Multiple Correlations Between the PLANTEand the First M Canoni
al Variables of the CHICONM 1 2 3PLPOIDSF POIDS DES FEUILLES (LOG) 0.2112 0.2236 0.2260PLPOIDSR POIDS DE LA RACINE (LOG) 0.4196 0.4196 0.4198PLDIAMRC DIAM. RACINE AU COLLET (LOG) 0.3674 0.3693 0.3699PLDIAMFC DIAM. BASE DU FEUILLAGE (LOG) 0.3255 0.3296 0.3312PLHAUTGF HAUT. PLUS GRANDE FEUILLE (LOG) 0.0004 0.0176 0.0177PLLARGPE LARGEUR DES PETIOLES (0/1) 0.0015 0.0021 0.0025PLPUBESC PUBESCENCE (0/1) 0.0000 0.0015 0.0015PLLOBES LOBES (0/1) 0.0283 0.0286 0.0319PLGAUFRU GAUFRURE (0/1) 0.0580 0.0586 0.0623Squared Multiple Correlations Between the PLANTEand the First M Canoni
al Variables of the CHICONM 4 5PLPOIDSF POIDS DES FEUILLES (LOG) 0.2261 0.2262PLPOIDSR POIDS DE LA RACINE (LOG) 0.4200 0.4200PLDIAMRC DIAM. RACINE AU COLLET (LOG) 0.3708 0.3708PLDIAMFC DIAM. BASE DU FEUILLAGE (LOG) 0.3312 0.3313PLHAUTGF HAUT. PLUS GRANDE FEUILLE (LOG) 0.0201 0.0201PLLARGPE LARGEUR DES PETIOLES (0/1) 0.0025 0.0029PLPUBESC PUBESCENCE (0/1) 0.0031 0.0039PLLOBES LOBES (0/1) 0.0326 0.0326PLGAUFRU GAUFRURE (0/1) 0.0630 0.0633Squared Multiple Correlations Between the CHICONand the First M Canoni
al Variables of the PLANTEM 1 2 3CHICLONG LONGUEUR DU CHICON (LOG) 0.0044 0.0380 0.0392CHICLARG LARGEUR DU CHICON (LOG) 0.2869 0.2869 0.2871CHICPOID POIDS DU CHICON (LOG) 0.3153 0.3234 0.3235CHICLAXE LONGUEUR AXE DU CHICON (LOG) 0.0272 0.0399 0.0597CHICQUAL QUALITE DU CHICON (0/1) 0.0144 0.0313 0.0351Squared Multiple Correlations Between the CHICONand the First M Canoni
al Variables of the PLANTEM 4 5CHICLONG LONGUEUR DU CHICON (LOG) 0.0392 0.0397CHICLARG LARGEUR DU CHICON (LOG) 0.2919 0.2919CHICPOID POIDS DU CHICON (LOG) 0.3238 0.3240CHICLAXE LONGUEUR AXE DU CHICON (LOG) 0.0597 0.0597CHICQUAL QUALITE DU CHICON (0/1) 0.0351 0.0363Figure 9. Analyse de la redondan
e (suite).17



On 
onstate don
 que la redondan
e des variables du groupe "plante", étantdonnée la disponibilité des variables du groupe "
hi
on", égale à 16 %, est di�é-rente de la redondan
e des variables du groupe "
hi
on", étant donnée la dispo-nibilité des variables du groupe "plante", qui est égale à 13 %. Alors que le 
arrédu premier 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique exprime la part de la varian
e
ommune à la première variable 
anonique de 
haque groupe, 
'est-à-dire aussileur re
ouvrement, la redondan
e d'un groupe exprime le véritable re
ouvrementdes variables du groupe par les variables de l'autre groupe, par l'intermédiairedu premier 
ouple de variables 
anoniques [Cooley et Lohnes, 1971℄.Quant aux 
oe�
ients de redondan
e relatifs aux autres 
ouples de variables
anoniques, ils sont tous très faibles, la valeur la plus élevée étant de l'ordre de1 % (�gure 8). La �gure 9 
on�rme également que la prise en 
onsidération deplusieurs variables 
anoniques n'améliore guère la part de la varian
e expliquéede 
ha
une des variables initiales: les 
oe�
ients de détermination multiples sont,en e�et, du même ordre de grandeur que les 
oe�
ients de détermination simple,quel que soit le nombre de variables 
anoniques prises en 
onsidération.En�n, l'examen de la �gure 8 permet en
ore de faire deux remarques géné-rales. Tout d'abord, on 
onstate que les proportions de varian
e des variablesd'un groupe donné expliquées par les di�érentes variables 
anoniques du mêmegroupe ne sont pas né
essairement dé
roissantes. Ainsi, par exemple, CHICON4explique 7,2 % de la varian
e des variables du groupe "
hi
on", alors que CHI-CON5 explique 14,9 % de 
ette même varian
e. De telles situations peuvent seprésenter tout à fait normalement, 
ar les variables 
anoniques sont déterminéesde manière à maximiser les 
orrélations 
anoniques et non pas les 
orrélationsave
 les variables de leur groupe. D'autre part, on 
onstate aussi que, pour legroupe "
hi
on", la proportion 
umulée de la varian
e des variables du groupeexpliquée par l'ensemble des variables 
anoniques du même groupe est égale àl'unité. Pour le groupe "plante", par 
ontre, la proportion 
umulée n'atteint pasl'unité, mais est égale à 0,64. L'expli
ation en est la suivante: pour le groupequi 
ontient le moins de variables (i
i, le groupe "
hi
on"), on rempla
e les 
inqvariables initiales par 
inq 
ombinaisons linéaires, non 
orrélées, de 
es variablesinitiales, 
e qui 
onserve toute l'information, alors que pour l'autre groupe (i
i, legroupe "plante"), on rempla
e les neuf variables initiales par 
inq 
ombinaisonslinéaires non 
orrélées, 
e qui se traduit inévitablement par une perte d'informa-tion.
3. RELATION ENTRE LA CORRÉLATION CANONIQUE

ET D’AUTRES MÉTHODES STATISTIQUES MULTIVARIÉES

3.1. Calcul des coefficients de corrélation canonique et desvariables canoniquesDes informations relatives à la détermination des 
oe�
ients de 
orrélation
anonique et des variables 
anoniques sont données dans la plupart des livresd'analyse statistique multivariée et, notamment, par Chatfield et Collins[1980℄, Cooley et Lohnes [1971℄, Dagnelie [1982℄, Kshirsagar [1972℄,18



Morrison [1967℄ et Tatsukoa [1971℄. Nous nous limiterons i
i à la présen-tation rapide des diverses formules de 
al
ul qui peuvent être employées, a�nde permettre la mise en éviden
e, dans les paragraphes ultérieurs, des relationsexistant entre l'analyse des 
orrélations 
anoniques et plusieurs autres méthodesstatistiques multivariées.Supposons que les q+ p variables se répartissent en deux groupes, le premiergroupe étant 
onstitué des q variables y1; : : : ; yq et le se
ond groupe 
ompre-nant les p variables x1; : : : ; xp. Supposons, en outre, que q � p. La matri
e de
orrélation des q + p variables peut être subdivisée en quatre sous-matri
es:R = � R11 R12R21 R22 � :Les matri
es R11 et R22, de dimensions q� q et p� p donnent, respe
tivement,les 
orrélations entre les variables du premier et du se
ond groupe. La matri
eR12, de dimensions q�p, et sa transposée R21 donnent les 
orrélations entre les
ouples de variables, lorsqu'une variable appartient au premier groupe et l'autrevariable au se
ond groupe.On peut montrer que les 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique sont les solu-tions positives, rk (k = 1; : : : ; q), de l'équation matri
ielle:j R12R�122 R21 � r2kR11 j= 0:Ces 
oe�
ients sont aussi les solutions positives de l'équation matri
ielle:j R21R�111 R12 � r2kR22 j= 0:Quant aux ve
teurs, bk et 
k, 
ontenant les 
oe�
ients 
anoniques, 
'est-à-dire les 
oe�
ients qui interviennent dans les 
ombinaisons linéaires 
onstituantles variables 
anoniques, ils s'obtiennent en résolvant les équations suivantes:�R12R�122 R21 � r2kR11� bk = 0et �R21R�111 R12 � r2kR22� 
k = 0:En prémultipliant par R�111 ou par R�122 , on véri�e que les ve
teurs bk et 
k sontles ve
teurs propres des matri
es:R�111 R12R�122 R21 et R�122 R21R�111 R12;et que les 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique sont les valeurs propres de 
esmêmes matri
es.
3.2. Corrélation canonique, régression multiple et régression multiple multiva-

riableLa 
orrélation 
anonique est dire
tement liée à la régression multiple 
lassiqueet à sa généralisation, la régression multiple multivariable 6.6. En anglais: multivariate regression. 19



Considérons d'abord le 
as de la régression multiple 
lassique. On disposed'un premier ve
teur de données, y, de dimensions n� 1 et d'un ensemble de pve
teurs de variables expli
atives, x1; : : : ;xp, 
onstituant la matri
e X, de di-mensions n�p. L'obje
tif de la régression multiple est de trouver la 
ombinaisonlinéaire des p variables:by = x1b1 + x2b2 + : : :+ xpbp =Xb;qui maximise la 
orrélation entre y et by. Ce 
oe�
ient de 
orrélation, qui estpré
isément le 
oe�
ient de 
orrélation multiple 
lassique, est aussi le 
oe�-
ient de 
orrélation 
anonique entre la variable y et les p variables expli
atives,et les 
oe�
ients de régression partielle sont dire
tement liés aux 
oe�
ients
anoniques des variables x1; : : : ; xp.En e�et, si les variables sont 
entrées, et si on divise la matri
eA des sommesdes 
arrés et des produits des é
arts des p+1 variables y; x1; : : : ; xp, de la façonsuivante: A = � a11 a12a21 A22 � ;on a, pour la somme des 
arrés des é
arts totale, pour la somme des 
arrés desé
arts liée à la régression et pour la somme des 
arrés des é
arts résiduelle:SCEt = y0y = a11;SCEr�eg = y0X(X 0X)�1X 0y = a12A�122 a21;SCEr�es = y0y � y0X(X 0X)�1X 0y = a11 � a12A�122 a21:Par 
onséquent, le 
oe�
ient de détermination multiple, qui est le rapport entrela somme des 
arrés des é
arts liée à la régression et la somme des 
arrés desé
arts totale est égal à: r2 = a�111 a12A�122 a21:Si on rempla
e les variables de départ par des variables 
entrées et réduites,on ne modi�e évidemment pas la valeur du 
oe�
ient de détermination multiple,qui est insensible à tout 
hangement d'origine et d'unité. Si, de plus, on diviseles sommes des 
arrés des é
arts par n, on peut rempla
er les sommes de 
arréset de produits des é
arts par les 
orrélations:r2 = r�111 r12R�122 r21;r11; r12; r21 et R22 désignant les éléments de la matri
e de 
orrélation des p+1variables y; x1; : : : ; xp, après division de 
ette matri
e de façon analogue à 
elleprésentée au paragraphe 3.1. On notera également que l'élément r11, qui est égalà l'unité, a été maintenu dans l'expression pour mieux faire apparaître l'analogieentre 
ette expression et la matri
e:R�111 R12R�122 R21;20



utilisée pour le 
al
ul des 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique et des variables
anoniques. Dans le 
as où le premier groupe de variables est 
onstitué d'uneseule variable, 
ette dernière matri
e est égale à l'expression pré
édente, et seramène don
 à un s
alaire. La valeur propre de la matri
e se 
onfond don
 ave
l'élément de la matri
e et la valeur r2 est bien le 
arré du 
oe�
ient de 
orrélation
anonique entre y et l'ensemble des variables x1; : : : ; xp.D'autre part, le rapport �, entre la somme des 
arrés des é
arts liée à larégression et la somme des 
arrés des é
arts résiduelle est dire
tement fon
tiondu 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique. En e�et:� = a12A�122 a21a11 � a12A�122 a21 = r21� r2 ;et � est don
 aussi la valeur propre de la matri
e:(a11 � a12A�122 a21)�1a12A�122 a21;dont l'importan
e apparaîtra par la suite.La régression multiple 
lassique peut se généraliser au 
as où on dispose deq variables à expliquer en fon
tion de p variables expli
atives. Les données seprésentent alors sous la forme d'une première matri
e, Y , de dimensions n�q etd'une se
onde matri
e,X, de dimensions n�p. Pour plus de simpli
ité, 
onsidé-rons que les q+p variables sont 
entrées. L'obje
tif de la régression multivariableest de trouver les q 
ombinaisons linéaires des p variables expli
atives:Y =XB;B étant une matri
e de dimensions p � q, qui rend minimum la somme dessommes des 
arrés des résidus relatives à 
ha
une des variables à expliquer. Cettematri
e est en fait 
onstituée des q ve
teurs des 
oe�
ients de régression obtenusen 
al
ulant q équations de régression multiples 
lassiques indépendantes:B = (b1 b2 : : : bq):La matri
e des sommes des 
arrés et des produits Y 0Y , de dimensions q� q,peut se dé
omposer en une somme de deux matri
es: la première matri
e,H, estliée à la régression et la se
onde matri
e, E, est liée aux résidus. Si on subdivisela matri
e des sommes des 
arrés et des produits des q + p variables de la façonsuivante: A = � A11 A12A21 A22 � ;les matri
es H et E sont respe
tivement égales à:H = Y 0X(X 0X)�1X 0Y = A12A�122 A21et E = Y 0Y � Y 0X(X 0X)�1X 0Y = A11 �A12A�122 A21:21



En relation ave
 la dé
omposition de la matri
e Y 0Y , on peut montrer queles valeurs propres de la matri
e:(H +E)�1H = A�111 A12A�122 A21;sont les 
arrés des 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique, r2k, et que les valeurspropres, �k, de la matri
e E�1H sont égales à:�k = r2k1� r2k :De même, si on e�e
tue la régression de X sur Y , on obtient:H =X 0Y (Y 0Y )�1Y 0X = A21A�111 A12et E =X 0X �X 0Y (Y 0Y )�1Y 0X = A22 �A21A�111 A12:Les valeurs propres de la matri
e (H +E)�1H sont identiques aux 
arrés des
oe�
ients de 
orrélation 
anonique rk et les valeurs propres de la matri
eE�1Hsont égales aux valeurs propres �k obtenues 
i-dessus.Quant aux 
oe�
ients des variables 
anoniques su

essives, 
e sont les élé-ments des ve
teurs propres de la matri
e:A�111 A12A�122 A21;pour les variables y1; : : : ; yq , et de la matri
e:A�122 A21A�111 A12;pour les variables x1; : : : ; xp. Ces deux matri
es sont pré
isément les matri
es(H + E)�1H, relatives, d'une part, à la régression de Y sur X et, d'autrepart, de X sur Y . En�n, 
es ve
teurs propres sont aussi les ve
teurs propresdes deux matri
es E�1H relatives également à la régression de Y sur X etde X sur Y . Il faut noter, 
ependant, que les 
oe�
ients ainsi obtenus sontles 
oe�
ients qui permettent le 
al
ul des valeurs des variables 
anoniques àpartir des variables initiales non réduites. Pour obtenir les 
oe�
ients relatifs auxvariables réduites, analogues à 
eux donnés dans la �gure 5, il faut multiplier leséléments des ve
teurs propres obtenus 
i-dessus par l'é
art-type de la variable
orrespondante.A titre d'illustration, reprenons l'exemple relatif à l'étude de la 
hi
orée wit-loof, mais en nous limitant à deux 
ara
téristiques relatives à la plante (le poidsdes feuilles et le poids des ra
ines) et à une seule 
ara
téristique relative au
hi
on (le poids du 
hi
on).La matri
e des sommes des 
arrés et des produits d'é
arts pour les troisvariables vaut: A = � A11 a12a21 a22 � ;22



ave
: A11 = � 131; 945 87; 00987; 009 122; 574 � ;a21 = a012 = (54; 700 66; 733)et a22 = 118; 399:La régression des variables du groupe "plante" sur la variable du groupe"
hi
on", 
onduit aux résultats suivants:b = (0; 46200 0; 56363);(H +E)�1H = � 0; 048252 0; 0588660; 217274 0; 265070 �et E�1H = � 0; 070269 0; 0857260; 316413 0; 386018 � :Le ve
teur b 
ontient les deux 
oe�
ients de régression simples obtenus lorsdu 
al
ul de la droite de régression de PLPOIDSF en fon
tion de CHICPOID etde PLPOIDSR en fon
tion de CHICPOID.La première valeur propre de la matri
e (H + E)�1H vaut 0,3133 et estégale au 
arré du 
oe�
ient du premier 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique(r1 = 0; 5597). La se
onde valeur propre est nulle, la matri
e étant singulière.Si on �xe arbitrairement à l'unité la première 
omposante du ve
teur propreasso
ié à la première valeur propre de la matri
e (H +E)�1H, on trouve, pourla se
onde 
omposante, la valeur 4,5020. Pour obtenir les 
oe�
ients 
anoniquesrelatifs aux variables standardisées, il faut multiplier 
haque 
omposante duve
teur propre par l'é
art-type de la variable à laquelle elle est asso
iée. Lapremière 
omposante doit don
 être multipliée par l'é
art-type de PLPOIDSF,soit 0,3632, et la se
onde par l'é
art-type de PLPOIDSR, soit 0,3501.A une 
onstante près, la variable 
anonique, u1, relative au groupe "plante"est don
 égale à:u1 = 0; 3632PLPOIDSF*+ 1; 5762PLPOIDSR*;où les variables PLPOIDSF* et PLPOIDSR* 
orrespondent aux variables 
en-trées réduites relatives à PLPOIDSF et PLPOIDSR. Elle n'a 
ependant pas unevarian
e unitaire. Compte tenu de la 
orrélation entre le poids des feuilles et lepoids des ra
ines, la varian
e de u1 vaut, en e�et:0; 36322 + 1; 57622 + (2)(0; 6842)(0; 3632)(1; 5762) = 3; 3997:Pour que u1 soit d'é
art-type unitaire, il faut diviser les 
oe�
ients de la variable
anonique par l'é
art-type de u1 et on obtient:u1 = 0; 1970PLPOIDSF*+ 0; 8549PLPOIDSR*;23




es deux derniers 
oe�
ients étant identiques aux 
oe�
ients obtenus par lapro
édure CANCORR du logi
iel SAS.Quant à la matri
e E�1H , on véri�e qu'elle est également singulière. Lavaleur propre est égale à: 0; 31331� 0; 3133 = 0; 4562;et le ve
teur propre relatif à 
ette valeur propre est identique au ve
teur proprede la matri
e (H +E)�1H .Si on exprime, par 
ontre, le poids des 
hi
ons en fon
tion du poids desfeuilles et du poids des ra
ines, on obtient:b = � 0; 104440; 47029 � ;(H +E)�1H = 0; 3133et E�1H = 0; 4563:Le ve
teur b 
ontient les deux 
oe�
ients de régression partielle. A une
onstante près, 
e ve
teur est bien égal au ve
teur des 
oe�
ients de la variable
anonique du groupe "plante", lorsque les variables ne sont pas standardisées.En e�et, si on divise le ve
teur b par 0,10444, la première 
omposante devientégale à l'unité et la se
onde 
omposante devient égale à 4,5029. Cette valeurdi�ère légèrement de la valeur obtenue pré
édemment (4,5020) à 
ause de l'im-pré
ision des 
al
uls. Quant aux matri
es (H +E)�1H et E�1H, elles sont dedimensions 1� 1 et sont, par 
onséquent, égales à leur valeur propre. On véri�eaussi que la valeur propre de 
ha
une des deux matri
es est égale à la valeurpropre de la matri
e 
orrespondante établie lors de la régression des variablesdu groupe "plante" sur la variable CHICPOID.En�n, le ve
teur propre de 
es matri
es n'a qu'une seule 
omposante, qui peutdon
 prendre n'importe quelle valeur. Toutefois, en donnant à 
ette 
omposantela valeur unitaire et en 
onsidérant la variable 
entrée réduiteCHICPOID*, on obtient la variable 
anonique v1 de varian
e unitaire:v1 = CHICPOID*:
3.3. Corrélation canonique, analyse de la variance multivariée et analyse facto-

rielle discriminanteL'analyse de la varian
e multivariée 7 est également dire
tement liée à la
orrélation 
anonique. En e�et, les tests de signi�
ation 
lassiques utilisés enanalyse de la varian
e multivariée sont basés sur l'examen des valeurs propres dela matri
e (H+E)�1H (test deWilks, test de Pillai) ou de la matri
e E�1H(test de Hotelling et Lawley, test de Roy), la matri
e H étant la matri
e7. En anglais: multivariate analysis of varian
e, MANOVA.24



fa
torielle et la matri
e E la matri
e résiduelle. Des informations 
on
ernant 
esdi�érents tests sont donnés par Dagnelie [1982℄.Le lien entre l'analyse de la varian
e et la 
orrélation 
anonique s'expliqueparti
ulièrement bien si on 
onsidère que les q variables observées 
onstituentun premier groupe de variables et que l'autre groupe de variables est formépar une série de p variables indi
atri
es. Ainsi supposons, par exemple, que les
inq variables dé
rivant les 
hi
ons aient été observées sur des 
hi
ons provenantde trois origines di�érentes et que le problème soit de véri�er s'il existe desdi�éren
es signi�
atives entre 
es origines. Le problème pourrait être résolu enutilisant un programme de 
orrélation 
anonique. Pour 
ela, il su�rait en e�et degénérer, par exemple, trois variables indi
atri
es xk (k=1, 2 ou 3), xk étant unevariable dont la valeur vaut 0 si l'individu n'appartient pas à la ki�eme origine et1 si l'individu appartient à la ki�eme origine. Il serait alors possible de déterminerdeux 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique et par 
onséquent aussi deux 
ouplesde variables 
anoniques, puisque les trois variables indi
atri
es présentent unerelation linéaire. Pour tout individu i, on a, en e�et:xi1 + xi2 + xi3 = 1:Le test de signi�
ation du premier 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique (para-graphe 3) serait, dans 
es 
onditions, stri
tement équivalent au test de Wilks.D'autre part, les deux variables 
anoniques relatives aux 
ara
téristiquesdes 
hi
ons sont pré
isément les variables 
anoniques dé�nies dans le 
adre del'analyse fa
torielle dis
riminante 8, appelée aussi analyse des variables 
ano-niques ou en
ore analyse 
anonique dis
riminante [Dagnelie, 1982℄. On noterasimplement que les logi
iels standardisent parfois di�éremment les variables 
a-noniques dans le 
as de la 
orrélation 
anonique et dans le 
as de l'analysedis
riminante: dans le premier 
as, les variables 
anoniques sont de varian
e uni-taire, alors que, dans le se
ond 
as, elles sont telles que la varian
e résiduelle (ouintra-groupes) est unitaire [X, 1985℄.On notera également que, pour les problèmes de 
omparaisons de popula-tions auxquels nous venons de faire allusion, les 
onditions d'appli
ation sontdi�érentes de 
elles que nous avons énon
ées au paragraphe 2.2. En parti
ulier,on ne suppose pas la normalité à q+p dimensions des variables des deux groupes,mais on suppose simplement la normalité à q dimensions des variables de départ.
3.4. Corrélation canonique et analyse factorielle des correspondancesEn�n, l'étude des 
orrélations et des variables 
anoniques est également étroi-tement liée à l'analyse fa
torielles des 
orrespondan
es 9. Considérons, en e�et,un é
hantillon de n individus répartis en p � q 
lasses, en fon
tion de deux
ritères. Ces données peuvent être présentées sous la forme d'un tableau de
ontingen
e à p lignes et q 
olonnes. Elles peuvent aussi être présentées sous8. En anglais: fa
torial dis
riminant analysis, 
anoni
al variate analysis.9. En anglais: 
orresponden
e analysis. 25



la forme d'une matri
e de n lignes et de (p � 1) + (q � 1) 
olonnes, 
es 
o-lonnes 
orrespondant à des variables indi
atri
es xk (k = 1; : : : ; p � 1) et yl(l = 1; : : : ; q � 1) telles que:xik = 1 si l'individu i possède la modalité k pour le premier 
ara
tère et xik = 0sinon;yil = 1 si l'individu i possède la modalité l pour le se
ond 
ara
tère et yil = 0sinon.Dans 
es 
onditions, on peut montrer que l'analyse 
anonique e�e
tuée surles deux groupes de variables x et y donne des axes qui 
oïn
ident ave
 lesfa
teurs de l'analyse des 
orrespondan
es du tableau de 
ontingen
e à p ligneset q 
olonnes [Lebart et al., 1979℄.
4. CONCLUSIONSDans le paragraphe pré
édent, le r�le théorique 
entral de l'analyse 
anoniquea été mis en éviden
e, plusieurs méthodes statistiques multivariées pouvant être
onsidérées 
omme des 
as parti
uliers de l'analyse 
anonique.D'un point de vue pratique, l'analyse 
anonique peut être utilisée dans unbut des
riptif et exploratoire [Kshirsagar, 1972℄. Elle résume les relations 
om-plexes et 
onstitue une méthode de rédu
tion de la dimension du problème qui,au départ, peut faire intervenir beau
oup de variables, en ne 
onsidérant que lesquelques premiers 
ouples de variables 
anoniques.Vue sous l'angle essentiellement des
riptif et de rédu
tion de dimension,l'analyse 
anonique fait inévitablement penser également à l'analyse en 
om-posantes prin
ipales et 
ertains auteurs proposent d'ailleurs des représentationsgraphiques tout à fait analogues à 
elles utilisées en analyse en 
omposantesprin
ipales. Ainsi Bouro
he et Saporta [1980℄ représentent l'ensemble des va-riables initiales dans les plans formés par les variables 
anoniques d'un des deuxgroupes, à la manière des 
er
les de 
orrélations de l'analyse en 
omposantesprin
ipales, tandis queBertier etBouro
he [1975℄ établissent des diagrammesde dispersion des variables 
anoniques. On notera également que, 
omme en ana-lyse des 
omposantes, les variables 
anoniques, 
onstruites à partir de 
ombinai-sons linéaires des variables initiales, n'ont pas né
essairement une signi�
ationphysique [Kshirsagar, 1972℄.En�n, on peut en
ore signaler que l'analyse 
anonique peut être étendue au
as où les variables de départ se répartissent en plus de deux groupes. Des infor-mations 
omplémentaires, ainsi que des référen
es bibliographiques spé
i�ques,sont données par Harris [1975℄, Morrisson [1967℄ et Press [1972℄.
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Obs PLPOIDSF PLPOIDSR PLDIAMRC PLDIAMFC PLHAUTGF PLLARGPE PLPUBESC PLLOBES PLGAUFRU CHICLONG CHICLARG CHICPOID1 4.26268 4.02535 3.36730 3.04452 5.73657 0 1 0 0 5.19296 3.52636 4.276672 4.33073 3.93183 3.33220 3.04452 6.06379 0 1 0 0 5.25227 3.66356 4.330733 4.66344 3.68888 3.33220 3.13549 6.01616 0 0 0 0 4.82831 3.21888 3.465744 4.68213 5.15906 3.71357 3.33220 6.38012 0 0 0 0 5.27300 3.52636 4.499815 4.69135 4.12713 3.46574 3.17805 6.29157 0 0 0 0 5.34711 3.33220 4.499816 4.70953 4.07754 3.46574 3.17805 6.04025 0 0 0 0 5.13580 3.29584 3.871207 4.70953 4.43082 3.49651 3.17805 6.25383 0 0 0 0 5.41610 3.63759 4.852038 4.71850 4.54329 3.61092 3.33220 6.27288 0 1 0 0 5.13580 3.63759 4.510869 4.74493 4.04305 3.33220 3.17805 5.99146 0 0 0 0 5.22575 3.46574 4.1431310 4.74493 4.07754 3.29584 3.13549 5.91350 0 1 0 0 5.19296 3.49651 4.1431311 4.74493 4.12713 3.49651 3.25810 6.10925 0 0 0 0 5.22036 3.52636 4.2485012 4.76217 4.15888 3.43399 3.09104 6.21461 1 0 0 0 5.27300 3.66356 4.5643513 4.77068 4.24850 3.40120 3.13549 6.10925 0 1 0 0 5.27300 3.55535 4.3307314 4.79579 4.60517 3.55535 3.21888 6.41346 0 1 0 0 5.19296 3.52636 4.5951215 4.80402 4.09434 3.40120 3.09104 6.17379 0 0 0 0 5.07517 3.52636 4.3174916 4.80402 4.58497 3.68888 3.33220 6.15273 0 0 0 0 5.42495 4.02535 5.0172817 4.81218 4.58497 3.63759 3.33220 6.08677 0 0 0 0 4.90527 3.49651 4.2341118 4.82831 3.98898 3.40120 3.09104 6.23441 0 0 0 0 5.07517 3.46574 4.0073319 4.82831 4.11087 3.33220 3.25810 6.34564 0 0 0 0 5.56834 3.46574 4.3820320 4.82831 4.56435 3.46574 3.29584 6.25383 0 1 0 0 5.04343 3.52636 4.2626821 4.83628 4.30407 3.25810 3.17805 6.29157 0 0 1 0 5.22036 3.29584 4.1431322 4.84419 4.43082 3.52636 3.13549 5.96615 0 0 0 0 5.13580 3.55535 4.2195123 4.85203 4.17439 3.36730 3.21888 6.23441 0 1 1 0 5.39363 3.40120 4.5538824 4.85203 4.41884 3.52636 3.29584 6.17379 0 1 0 0 5.24702 3.61092 4.2341125 4.85203 4.45435 3.52636 3.29584 6.15273 1 0 1 0 5.19296 3.46574 4.4998126 4.85203 4.51086 3.61092 3.17805 6.06379 0 0 0 0 5.39363 3.52636 4.38203Annexe. Variables de départ et variables 
anoniques, pour les premiers individus de l'é
hantillon.
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Obs CHICLAXE CHICQUAL PLANTE1 PLANTE2 PLANTE3 PLANTE4 PLANTE5 CHICON1 CHICON2 CHICON3 CHICON4 CHICON51 4.48864 0 -1.94973 -4.11400 0.49190 -1.25689 0.18513 -1.08055 0.51161 -1.76130 -0.28750 1.061422 3.25810 1 -2.30097 -2.69834 0.53945 -0.33762 0.17440 -0.73661 -0.91842 -0.11018 -1.42013 -1.694253 3.09104 0 -2.67851 -0.85883 0.93392 -1.48497 0.20322 -2.61754 -1.58854 -0.56785 0.48258 1.944454 3.29584 0 0.95194 -2.44997 0.55780 0.27115 -2.94388 -0.35323 0.13143 0.73825 0.33826 0.329635 3.63759 1 -1.64438 -0.65194 0.65702 -0.94228 -1.01253 -1.06965 -0.37658 -0.65597 1.44928 -1.918756 3.13549 1 -1.67534 -1.31496 0.61445 -1.71828 -0.64738 -2.25490 -1.44747 -0.62995 0.18402 -1.317187 3.93183 0 -0.96289 -1.52157 0.03318 -0.42793 -1.65934 0.30665 1.01145 0.14010 0.22823 0.019328 3.04452 0 -0.52427 -1.75469 1.49072 -0.07745 -0.07742 0.19941 -0.44057 1.09266 -0.01440 0.799409 3.13549 0 -1.90026 -1.77700 0.44156 -0.11561 -0.22685 -1.27209 -0.17680 0.59435 -0.31913 0.4196710 3.87120 0 -1.97989 -2.76398 -0.13879 0.67420 0.86509 -1.33635 0.13648 -0.77762 -0.49950 0.8205011 2.89037 0 -1.47901 -0.99720 1.29557 -1.35448 -0.42965 -0.82340 -0.31184 1.16628 -0.37487 0.3654812 4.24850 0 -1.56837 -1.32934 -0.28360 -1.27583 -0.22936 -0.20663 0.68470 -0.88498 -0.56551 0.6822313 4.02535 0 -1.55952 -2.16565 -0.39110 0.25428 0.11422 -0.94836 0.51279 -0.75422 -0.55541 0.5725714 2.99573 1 -0.63733 -1.53414 -0.04968 0.54202 -0.78576 -0.03177 -1.20613 0.51058 0.83772 -1.5116615 3.58352 1 -1.86747 -0.96562 -0.62744 -0.99756 -1.08344 -0.67752 -1.29791 -0.98107 0.18078 -0.8522316 4.04305 0 -0.23569 -1.33486 1.18990 -1.94053 -1.38737 1.28926 1.13879 0.26748 -2.24453 0.0402417 2.94444 0 -0.27888 -1.72394 1.09933 -1.38996 -1.21030 -0.24402 -1.27950 0.67178 0.86323 1.6716818 2.94444 0 -2.11154 -0.39345 -0.48003 -1.22306 -0.90740 -1.27087 -0.78617 0.63122 -0.29538 0.9484819 3.63759 0 -1.79899 -0.54625 1.00742 1.39755 -0.23372 -1.48186 1.23461 0.31691 -0.63363 -0.7680420 2.89037 1 -0.70827 -2.16578 0.60347 1.70364 0.07772 -0.58805 -1.80088 0.19475 0.13421 -0.9811321 2.89037 0 -1.50955 -1.57722 0.53527 3.00255 -1.20104 -1.45444 -0.33485 0.96862 1.04700 0.3546322 3.89182 1 -0.91003 -2.09601 -0.89173 -1.83218 -1.57192 -1.10622 -0.95006 -1.56067 -0.62893 -1.0009723 3.09104 0 -1.68087 -1.41086 1.22381 1.74660 0.36919 -0.60221 0.40504 1.25850 1.12441 -0.2295324 3.17805 0 -0.92063 -1.73503 0.83579 0.16533 0.35128 -0.86392 -0.06637 0.69060 -1.19920 0.3581125 3.87120 1 -0.58151 -1.76628 1.91167 -0.00596 -0.16366 -0.59638 -0.72942 -1.21068 0.90583 -1.2052726 4.09434 0 -0.62755 -1.65877 -0.52041 -2.25092 -1.77700 -1.12827 0.94214 -0.69920 -0.55155 0.11138Annexe (suite). Variables de départ et variables 
anoniques, pour les premiers individus de l'é
hantillon.
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