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LES MATRICES INVERSES GÉNÉRALISÉES

ET LEUR UTILISATION DANS LE MODÈLE LINÉAIREA.F. Iemma � et R. Palm y
RÉSUMÉCette note présente tout d'abord les matri
es inverses généralisées 
ondi-tionnelles, les matri
es inverses généralisées des moindres 
arrés et les matri
esinverses généralisées de Moore-Penrose, et donne quelques-unes de leurs pro-priétés. Des utilisations de 
es inverses, dans le 
ontexte du modèle linéaire,sont ensuite examinées (solutions des équations normales, proje
tions orthogo-nales, sommes des 
arrés et distributions d'é
hantillonnage 
orrespondantes, es-timations des fon
tions paramétriques et sommes des 
arrés asso
iées aux testsd'hypothèses).

SUMMARYIn this note, we �rst present three di�erent types of generalized inverse ma-tri
es (
onditional, least squares, and Moore-Penrose inverse matri
es), aswell as some of their properties. Appli
ations of these inverse matri
es in thelinear model are then examined (normal equations solutions, orthogonal proje
-tions, sums of squares and their sampling distributions, estimations of parametri
fun
tions and sums of squares related to hypotheses testing).
1. INTRODUCTIONLa notion 
lassique de matri
e inverse 1 est une notion qui ne s'appliquequ'aux matri
es 
arrées non singulières. Dans 
e 
as, on appelle matri
e inverse�Professeur titulaire à l'Es
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de la matri
e A, de dimensions n�n et de rang n, la matri
e désignée par A�1qui est telle que : A�1A = AA�1 = I ;I étant la matri
e identité, de dimensions n� n.L'extension du 
on
ept de matri
e inverse aux matri
es singulières ou re
tan-gulaires 
onduit à la notion de matri
e inverse généralisée 2. On appelle inversegénéralisée d'une matri
e réelle quel
onqueA, de dimensions n�p, toute matri
eAG, de dimensions p� n telle que :AAGA = A :D'après la dé�nition, on 
onstate que l'inverse 
lassique est un 
as parti
ulierd'inverse généralisée.En l'absen
e de 
onditions supplémentaires, les inverses généralisées ainsidé�nies sont appelées inverses généralisées 
onditionnelles. Mais en imposant des
onditions supplémentaires, on peut dé�nir d'autres types de matri
es inversesgénéralisées, tels que les inverses généralisées des moindres 
arrés et les inversesgénéralisées de Moore-Penrose.Bien qu'il existe en
ore d'autres types d'inverses généralisées, nous ne pré-sentons, dans 
ette note, que les trois types mentionnés 
i-dessus.Les inverses 
onditionnelles ont l'avantage de pouvoir être obtenues sansgrandes di�
ultés et sont très utiles dans le 
adre des 
al
uls statistiques pra-tiques. A l'opposé, les inverses généralisées de Moore-Penrose, les plus exi-geantes du point de vue de la dé�nition et dont le 
al
ul numérique est 
omplexe,présentent d'ex
ellentes propriétés mathématiques et sont, de 
e fait, largementutilisées en statistique pour les démonstrations théoriques. Quant aux inversesgénéralisées des moindres 
arrés, elles o

upent une situation intermédiaire etsont, notamment, très utiles en relation ave
 le modèle linéaire.Nous 
onsa
rerons tout d'abord un paragraphe à la fa
torisation des matri
esréelles, 
ar 
ette te
hnique est utilisée dans le 
al
ul des inverses généralisées (pa-ragraphe 2). Nous présenterons ensuite les inverses généralisées et leurs proprié-tés (paragraphe 3). Puis nous montrerons quelques utilisations de 
es matri
esdans le 
adre du modèle linéaire (paragraphe 4). Nous terminerons par quelquesinformations 
omplémentaires (paragraphe 5).
2. FACTORISATION DE RANG COMPLET

D’UNE MATRICE RÉELLEL'obje
tif poursuivi par la fa
torisation d'une matri
e est de rempla
er 
elle-
i par le produit de deux ou plusieurs matri
es, dans le but de simpli�er lesopérations dont la matri
e initiale doit faire l'objet.2. En anglais : generalized inverse matrix. 2



On peut montrer que, pour toute matri
e réelle A, de dimensions n � p etde rang k, il existe des matri
es réelles B et C, de dimensions n � k et k � p,toutes deux de rang k, telles que : A = BC :Ces matri
es ne sont, en général, pas uniques et plusieurs méthodes per-mettent de 
al
uler des 
ouples de matri
es B et C. Parmi 
es méthodes, nousavons retenu l'algorithme de Dwivedi [1975℄, qui est très simple et qui 
onduità une solution par k appli
ations de la séquen
e d'opérations suivantes:a) on 
hoisit, dans A, un élément ars non nul quel
onque;b) on 
al
ule le produit u1v01 ave
 :u1 = 1ars 26664 a1sa2s...ans 37775 et v01 = � ar1 ar2 � � � arp � ;
) on détermine la matri
e A1 telle que :A1 = A� u1v01 ;d) si A1 est une matri
e zéro, la pro
édure de fa
torisation est terminée etdans 
e 
as : B = u1 ; C = v01 et k = 1 ;e) si A1 n'est pas une matri
e zéro, on répète la pro
édure en prenant 
ommepoint de départ la matri
e obtenue à l'étape 
) jusqu'à 
e que la matri
e obtenueà 
ette étape soit une matri
e zéro, et on a alors :B = � u1 u2 � � � uk �et C = 26664 v01v02...v0k 37775 :A titre d'illustration, appliquons l'algorithme de Dwivedi à la matri
e sui-vante de rang 2: A = 24 a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 35 = 24 4 2 22 2 02 0 2 35 :
3



En prenant 
omme élément non nul initial l'élément de la première ligne et dela première 
olonne (a11 = 4), on obtient :u1v01 = 24 11=21=2 35 � 4 2 2 � = 24 4 2 22 1 12 1 1 35et A1 = 24 4 2 22 2 02 0 2 35� 24 4 2 22 1 12 1 1 35 = 24 0 0 00 1 �10 �1 1 35 :Dans 
ette matri
eA1, prenons, par exemple, 
omme élément non nul initial,l'élément de la deuxième ligne et de la deuxième 
olonne (a22 = 1). On trouve :u2v02 = 24 01�1 35 � 0 1 �1 � = 24 0 0 00 1 �10 �1 1 35 :On a alors : A2 = A1 � u2v02 = 0 ;et, par 
onséquent :B = 24 1 01=2 11=2 �1 35 et C = � 4 2 20 1 �1 � :Si, dans la matri
e A1, on avait pris 
omme élément non nul initial, l'élémenta33 = 1, par exemple, on aurait obtenu les deux matri
es suivantes :B = 24 1 01=2 �11=2 1 35 et C = � 4 2 20 �1 1 � :On véri�e don
 bien que les matri
es B et C ne sont pas uniques. On peutvéri�er également que les di�érentes matri
es B et C sont de rang 2, 
omme lamatri
e A.Des 
al
uls analogues pourraient être appliqués à la matri
e non 
arrée X :X = 2664 1 1 01 1 01 0 11 0 1 3775 ;
4



et on obtiendrait, par exemple :B = 2664 1 01 01 11 1 3775 et C = � 1 1 00 �1 1 � ;
ha
une de 
es deux matri
es étant de rang 2, 
omme la matri
e X.
3. QUELQUES INVERSES GÉNÉRALISÉES

3.1. L’inverse généralisée conditionnelleNous avons vu, dans l'introdu
tion, la dé�nition générale des inverses généra-lisées. En l'absen
e de toute 
ondition supplémentaire, les inverses ainsi dé�niessont 
onnues sous le nom de matri
es inverses généralisées 
onditionnelles 3 etsont notées A�. L'inverse généralisée 
onditionnelle d'une matri
e réelle A, dedimensions n� p est don
 toute matri
e A�, de dimensions p� n, telle que :AA�A = A :L'inverse 
onditionnelle existe toujours, mais elle n'est pas unique, sauf si Aest une matri
e non singulière. Dans 
e dernier 
as, l'inverse 
onditionnelle se
onfond d'ailleurs ave
 l'inverse 
lassique.Il existe de nombreux algorithmes permettant de 
al
uler A�, mais nousprésenterons uniquement l'algorithme de Searle [1971℄, qui est très simple ettrès utilisé dans les appli
ations statistiques. Le prin
ipe de 
et algorithme estle suivant:a) on 
hoisit, dans A, une sous-matri
e non singulière quel
onque, M , dedimensions k � k, k étant le rang de A;b) on 
al
ule la transposée de l'inverse 
lassique de M , soit (M�1)0;
) on rempla
e, dans A, les éléments de M par les éléments de (M�1)0 eton pose tous les autres éléments de A égaux à zéro; soit A� la matri
e ainsiobtenue;d) la transposée de la matri
e A� est une inverse 
onditionnelle de A.A titre d'illustration, appliquons 
et algorithme à la matri
e A, examinée auparagraphe 2 : A = 24 a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 35 = 24 4 2 22 2 02 0 2 35 :3. En anglais : 
onditional generalized inverse matrix.5



On peut, par exemple, 
hoisir 
omme sous-matri
e non singulière de rang 2 :M1 = � a22 a23a32 a33 � = � 2 00 2 � :On a alors : M�11 = � 1=2 00 1=2 � = (M�11 )0 ;et on trouve : A� = 24 0 0 00 1=2 00 0 1=2 35 = (A�1)0 = A�1 :L'indi
e ajouté aux matri
es M , A� et A� et à leurs inverses ou transposéessigni�e simplement qu'il s'agit du 
al
ul d'une première matri
e inverse 
ondi-tionnelle. En e�et, d'autres inverses peuvent être 
al
ulées. Ainsi, en 
hoisissant,par exemple, les deux matri
es de rang 2 suivantes :M2 = � a11 a12a21 a22 � = � 4 22 2 � et M3 = � a11 a13a31 a33 � = � 4 22 2 � ;on obtiendrait les inverses généralisées 
onditionnelles suivantes :A�2 = 24 1=2 �1=2 0�1=2 1 00 0 0 35 et A�3 = 24 1=2 0 �1=20 0 0�1=2 0 1 35 :Il existe en
ore d'autres matri
es inverses 
onditionnelles de la matri
e M .On peut véri�er que, pour les diverses inverses 
onditionnelles qui ont été 
al
u-lées, on a bien : AA�1 A = AA�2 A = AA�3 A :On peut remarquer aussi que le 
al
ul de A�1 est parti
ulièrement simple,par
e que la matri
e M est une matri
e diagonale dont les éléments diagonauxappartiennent à la diagonale prin
ipale de A. D'une façon générale, lorsque lamatri
e M est symétrique et si sa diagonale est une partie de la diagonaleprin
ipale de A, les transpositions de M et de A ne sont pas né
essaires.
3.2. L’inverse généralisée des moindres carrésOn appelle inverse généralisée des moindres 
arrés 4 d'une matri
e réelle A,de dimensions n� p, toute matri
e Al, de dimensions p� n, telle que :AAlA = A et AAl = (AAl)0 :4. En anglais : least squares generalized inverse matrix.6



L'inverse généralisée des moindres 
arrés peut être obtenue à partir des in-verses 
onditionnelles de la matri
e A0A. En e�et :Al = (A0A)�A0 :Elle n'est, en général, pas unique. Par 
ontre, le produit :AAl = A(A0A)�A0 ;est invariable pour toute inverse 
onditionnelle de A0A, ou pour toute inversegénéralisée des moindres 
arrés de A. La matri
e AAl est, par dé�nition, symé-trique, mais on peut montrer aussi qu'elle est idempotente, 
'est-à-dire qu'ellen'est pas modi�ée lorsqu'elle est multipliée par elle-même :(AAl) (AAl) = AAl :A titre d'illustration, reprenons la matri
e X du paragraphe 2. On peutvéri�er que le produitX 0X est pré
isément égal à la matri
eA, dont on a 
al
uléles trois inverses généralisées 
onditionnelles A�1 , A�2 et A�3 . En postmultipliant
ha
une de 
es inverses généralisées 
onditionnelles par X 0, on obtient les troisinverses des moindres 
arrés de X suivantes :Xl1 = 24 0 0 0 01=2 1=2 0 00 0 1=2 1=2 35 ; Xl2 = 24 0 0 1=2 1=21=2 1=2 �1=2 �1=20 0 0 0 35et Xl3 = 24 1=2 1=2 0 00 0 0 0�1=2 �1=2 1=2 1=2 35 ;mais il existe en
ore d'autres matri
es inverses généralisées des moindres 
arrésde X. On peut véri�er aussi que :XXl1 =XXl2 =XXl3 = 2664 1=2 1=2 0 01=2 1=2 0 00 0 1=2 1=20 0 1=2 1=2 3775 ;et que :2664 1=2 1=2 0 01=2 1=2 0 00 0 1=2 1=20 0 1=2 1=2 37752664 1=2 1=2 0 01=2 1=2 0 00 0 1=2 1=20 0 1=2 1=2 3775= 2664 1=2 1=2 0 01=2 1=2 0 00 0 1=2 1=20 0 1=2 1=2 3775 :7



3.3. L’inverse généralisée de MOORE-PENROSEL'inverse généralisée de Moore-Penrose 5 d'une matri
e réelle A, de di-mensions n� p et de rang k est la matri
e réelle A+, de dimensions p� n et derang k, qui satisfait les quatre 
onditions suivantes:a) AA+A = A ,b) A+AA+ = A+ ,
) AA+ = (AA+)0 ,d) A+A = (A+A)0 :Par rapport aux inverses généralisées des moindres 
arrés, on a don
 ajoutédeux 
ontraintes.On peut démontrer qu'à 
haque matri
e réelle A, 
orrespond une et uneseule matri
e inverse de Moore-Penrose, qui peut être obtenue à partir desmatri
es B et C résultant de la fa
torisation présentée au paragraphe 2, par larelation: A+ = C 0(CC0)�1 (B0B)�1B0 :En pratique 
ependant, le 
al
ul de A+ à l'aide de 
ette relation soulève desdi�
ultés, du fait des problèmes liés à la pré
ision des résultats.A titre d'illustration, reprenons la matri
e de l'exemple donné au paragraphepré
édent, en 
onsidérant le 
ouple de matri
esB et C, 
al
ulées en premier lieu.On obtient :(B0B)�1 = � 2=3 00 1=2 � ; (CC 0)�1 = � 1=24 00 1=2 �et A+ = 118 24 2 1 11 5 �41 �4 5 35 :On pourrait véri�er aussi qu'en prenant le se
ond 
ouple de matri
es B et C
al
ulées au paragraphe 2, on obtiendrait les mêmes résultats.Pour la matri
e X, présentée également au paragraphe 2, on a :X+ = 16 24 1 1 1 12 2 �1 �1�1 �1 2 2 35 :Les inverses généralisées de Moore-Penrose jouissent de plusieurs proprié-tés, dont quelques-unes sont énon
ées 
i-dessous.1. Si A est une matri
e non singulière, l'inverse généralisée de Moore-Penrose se 
onfond ave
 l'inverse 
lassique: A+ est alors égale à A�1.5. En anglais : Moore-Penrose generalized inverse matrix.8



2. Si A est une matri
e symétrique, l'inverse généralisée de Moore-Penrose est également une matri
e symétrique.3. Lors de la dé�nition de l'inverse généralisée de Moore-Penrose, nousavons vu que les deux matri
es A+A et AA+ sont symétriques. On peut dé-montrer qu'elles sont, de plus, idempotentes :(AA+)(AA+) = AA+ et (A+A)(A+A) = A+A ;et de rang k égal au rang de A et de A+.4. Si le rang de la matri
e A est égal au nombre n de lignes de A, 
'est-à-diresi A est de rang-ligne 
omplet, on a :A+ = A0(AA0)�1 et AA+ = I ;et si le rang de A est égal au nombre p de 
olonnes de A, 
'est-à-dire si A estde rang-
olonne 
omplet :A+ = (A0A)�1A0 et A+A = I ;I étant la matri
e identité de dimensions n�n dans le premier 
as et de dimen-sions p� p dans le se
ond 
as.5. Le rang de la matri
e I �AA+ est égal à n� k.6. Si : A = U SV 0 ;est la dé
omposition par valeurs singulières de A, alors :A+ = V S�1U 0 :Dans 
es relations, S est la matri
e diagonale, de dimensions k � k, dont leséléments diagonaux sont les valeurs singulières de A, 
'est-à-dire les ra
ines
arrées des valeurs propres non nulles de A0A et de AA0, tandis que U et Vsont les matri
es orthonormées de dimensions n � r et p� r, dont les 
olonnessont les ve
teurs propres normés, respe
tivement, de AA0 et de A0A.7. En�n, si la matri
e A est 
arrée et symétrique et si:A = P 0�P ;est la dé
omposition spe
trale de A, � étant la matri
e 
arrée diagonale dont leséléments diagonaux sont les valeurs propres de A, et P la matri
e des ve
teurspropres normés à l'unité, alors :A+ = P 0��1P :9



Certaines des propriétés énon
ées 
i-dessus peuvent se véri�er sur les deuxexemples examinés pré
édemment. Ainsi, pour la matri
e X, on a :XX+ = 2664 1=2 1=2 0 01=2 1=2 0 00 0 1=2 1=20 0 1=2 1=2 3775 et X+X = 13 24 2 1 11 2 �11 �1 2 35 :Ces matri
es, qui sont bien de rang 2, 
omme X et X+, sont symétriques etne 
hangent pas si on les multiplie par elles-mêmes. En parti
ulier, on 
onstateaussi queXX+ est égal au produit deX par les di�érentes inverses généralisées
al
ulées au paragraphe 3.2. On a don
 la relation suivante :X(X 0X)�X 0 =XXl =XX+ :Ce résultat était attendu, 
ar X+ est aussi une inverse généralisée des moindres
arrés.On peut véri�er aussi que :I �XX+ = 2664 1=2 �1=2 0 0�1=2 1=2 0 00 0 1=2 �1=20 0 �1=2 1=2 3775 ;est bien symétrique et idempotente. Le rang de 
ette matri
e vaut 2. Il est don
bien égal au nombre de lignes de X, 
'est-à-dire 4, dont on soustrait le rangde X, 
'est-à-dire 2. Par ailleurs, la dé
omposition spe
trale de X 
onduit auxmatri
es U , S et V 0 suivantes :U = 12 2664 1 11 11 �11 �1 3775 ; S = � p6 00 p2 �et V 0 = � 2=p6 1=p6 1=p60 1=p2 �1=p2 � ;et on peut véri�er que :X+ = 12 24 2=p6 01=p6 1=p21=p6 �1=p2 35� 1=p6 00 1=p2 � � 1 1 1 11 1 �1 �1 � :
4. INVERSES GÉNÉRALISÉES ET MODÈLE LINÉAIRE

4.1. Présentation d’un exemple numériqueA�n de 
on
rétiser di�érentes utilisations possibles des inverses généralisées,nous allons 
onsidérer, par la suite, le 
as d'une expérien
e 
omplètement aléa-10



toire, 
omprenant deux traitements et deux répétitions. Supposons que les résul-tats de 
ette expérien
e 
orrespondent aux données reprises dans le tableau 1.Tableau 1. Résultats (arti�
iels) d'une expérien
e 
omplètement aléatoire 
om-prenant deux traitements (i = 1 ou 2) et deux répétitions (j = 1 ou 2).ji 1 2 Sommes Moyennes1 y11 = 2 y12 = 3 y1: = 5 �y1: = 5=22 y21 = 5 y22 = 4 y2: = 9 �y2: = 9=2Pour 
e dispositif, on peut 
onsidérer le modèle linéaire suivant :yij = �+ ti + eij :Dans 
ette relation, � est une 
onstante identique pour toutes les observationset qui, sous 
ertaines 
onditions parti
ulières, peut être la moyenne générale desobservations; ti est l'e�et du traitement i, et eij est l'erreur aléatoire asso
iée àl'observation yij . Nous supposerons, en outre, que les eij sont distribués selonune même loi normale, de moyenne nulle et d'é
art-type � et que les eij sontindépendants.En appliquant 
e modèle à 
ha
une des observations, on obtient le systèmed'équations suivant : 8>><>>: y11 = 2 = �+ t1 + e11y12 = 3 = �+ t1 + e12y21 = 5 = � + t2 + e21y22 = 4 = � + t2 + e22 ;ou en
ore, sous forme matri
ielle :y =X � + e ;ave
 :y = 2664 2354 3775 ; X = 2664 1 1 01 1 01 0 11 0 1 3775 ; � = 24 �t1t2 35 et e = 2664 e11e12e21e22 3775 :On notera que la matri
eX de 
et exemple est pré
isément la matri
e 
onsi-dérée dans les paragraphes pré
édents. Cette matri
e est dénommée matri
e duplan expérimental. 11



4.2. Solution des équations normalesLe premier problème auquel on peut s'intéresser est la re
her
he d'informa-tions relatives aux paramètres �, t1 et t2 du modèle présenté au paragraphepré
édent, à partir du système d'équations :y =X� + e :Ce système, de quatre équations, 
omporte en fait sept in
onnues (�; t1; t2,e1; e2; e3 et e4). Il est don
 indéterminé et possède une in�nité de solutions. Il enrésulte qu'il n'est pas possible de 
onnaître les vraies valeurs de 
es paramètres.On peut toutefois s'e�or
er de trouver un ve
teur �Æ tel que la somme des 
arrésdes résidus estimés, 
'est-à-dire aussi le 
arré de la norme de ê :ê = y �X �Æ ;soit minimum.On peut montrer que tout ve
teur �Æ, solution des équations normales :X 0X � =X 0 y ;peut 
onvenir, et on dit que toute solution exa
te des équations normales estsolution appro
hée des moindres 
arrés du système in
onsistant :y =X � :La relation matri
ielle qui donne le système d'équations normales est géné-rale et peut s'appliquer à des situations où la matri
e X et les ve
teurs y et �sont di�érents de 
eux de l'exemple que nous prenons en 
onsidération. D'unefaçon générale, si le rang deX est égal au nombre de 
olonnes deX, 
'est-à-diresi X est de rang-
olonne 
omplet, alors X 0X est dé�nie positive, et don
 nonsingulière, et le système d'équations normales a une solution unique donnée par :�̂ = (X 0X)�1X 0 y ;qui 
oïn
ide ave
 la valeur fournie par l'estimateur des moindres 
arrés. Cettesituation se ren
ontre notamment en régression, pour autant qu'il n'y ait pas dephénomène de 
olinéarité.Si, par 
ontre, le rang deX est inférieur au nombre de 
olonnes deX , 
'est-à-dire siX n'est pas de rang-
olonne 
omplet, alors la matri
eX 0X est singulièreet le système d'équations normales est indéterminé. Dans 
e 
as, des solutionsde 
e système peuvent être obtenues à l'aide des inverses généralisées :�Æ = (X 0X)GX 0 y ;(X 0X)G étant une inverse généralisée quel
onque. N'importe quelle solution dusystème des équations normales est alors solution appro
hée des moindres 
arrésdu système, in
onsistant : y =X� ;12



mais elle ne 
oïn
ide pas ave
 l'estimation des moindres 
arrés de �, 
ar 
etestimateur n'existe pas si X n'est pas de rang-
olonne 
omplet.Compte tenu du mode de 
al
ul des inverses des moindres 
arrés (paragraphe3.2) : Al = (A0A)�A0 ;des solutions des équations normales sont aussi données par la relation :�Æ =Xl y ;
e qui justi�e le nom d'inverse généralisée des moindres 
arrés donné à Xl.Pour l'exemple du paragraphe 4.1, le système d'équations normales s'é
rit :24 4 2 22 2 02 0 2 3524 �t1t2 35 = 24 1459 35 :La matri
eX étant singulière, le système est indéterminé et des solutions peuventêtre obtenues par l'intermédiaire des diverses matri
es inverses généralisées deX 0X, 
'est-à-dire aussi de A, qui ont été déterminées au paragraphe 3. Ontrouve alors les di�érents ve
teurs �Æ suivants :�Æ1 = A�1 X 0y =Xl1 y = 24 05=29=2 35 ; �Æ2 = A�2X 0 y =Xl2 y = 24 9=2�20 35
�Æ3 = A�3X 0 y =Xl3 y = 24 5=202 35 et �Æ4 = A+X 0 y =X+ y = 24 7=31=613=6 35 ;mais il existe en
ore d'autres solutions. La solution �4, 
al
ulée à partir de l'in-verse deMoore-Penrose deX ou deX 0X, est la solution de norme minimum;on dit qu'il s'agit de la meilleure solution pour � [Graybill, 1967℄.On notera 
ependant que l'utilisation des inverses généralisées pour la dé-termination des solutions des équations normales n'est pas la seule appro
herelative à l'étude du ve
teur �. Parmi les solutions alternatives, on peut men-tionner l'emploi de restri
tions sur les paramètres du modèle, en imposant parexemple t1+ t2 = 0 [Dagnelie, 1980-1981℄, l'emploi de restri
tions sur les solu-tions des équations normales, l'utilisation des reparamétrisations et l'utilisationdes modèles de moyennes [Ho
king, 1985; Iemma, 1987; Searle, 1971℄.

4.3. Moindres carrés et projections orthogonalesDu fait de l'indétermination des équations normales, lorsque la matri
e duplan expérimentalX n'est pas de rang égal au nombre de 
olonnes, les di�érentes13



solutions n'ont pas d'intérêt par elles-mêmes. Par 
ontre, lorsqu'on les prémul-tiplie par la matri
e du plan expérimental X , toutes les solutions donnent lieuà un même ve
teur ŷ, qui est dé�ni 
omme l'approximation des moindres 
arrésdu ve
teur y des observations. Pour l'exemple 
onsidéré on a :ŷ =X �Æ1 =X �Æ2 =X �Æ3 =X �Æ4 = 2664 5=25=29=29=2 3775 :Les deux premiers éléments du ve
teur ŷ 
on
ernent le premier traitement etsont égaux à la moyenne arithmétique des observations relatives à 
e traitement.De même les deux derniers éléments 
on
ernent le se
ond traitement et sontégaux à la moyenne arithmétique des observations relatives à 
e traitement.En se rappelant qu'une solution quel
onque �Æ est obtenue par la relationsuivante: �Æ = (X 0X)GX 0 y ;on peut é
rire : ŷ =X(X 0X)GX 0 y = P y ;P étant une matri
e 
arrée de dimensions n � n, symétrique et idempotente.Cette matri
e P est le proje
teur orthogonal du ve
teur y des observations surl'espa
e engendré par les 
olonnes de X, appelé aussi espa
e des paramètresou espa
e d'estimation et noté C(X). Elle transforme le ve
teur des valeursobservées y en un ve
teur de valeurs estimées ŷ.Compte tenu des propriétés des inverses généralisées, on a aussi :P =XXl =XX+ =X(X 0X)�X 0 ;soit, pour l'exemple numérique 
onsidéré :P = 2664 1=2 1=2 0 01=2 1=2 0 00 0 1=2 1=20 0 1=2 1=2 3775 :Pour le modèle en question et pour des données équilibrées, 
'est-à-dire pourdes nombres de répétitions identiques par traitement, la matri
e P peut s'ob-tenir, très simplement, en utilisant des sous-matri
es. On peut 
onsidérer, ene�et, que P est 
onstituée de a lignes et 
olonnes de sous-matri
es 
arrées dedimensions b� b, a étant le nombre de traitements et b le nombre de répétitionsd'un même traitement. Les sous-matri
es situées hors de la diagonale sont desmatri
es nulles 0. Les sous-matri
es de la diagonale sont identiques et leurs élé-ments sont tous égaux à 1=b. De façon plus mathématique, P est le produit deKrone
ker de la matri
e I et de la matri
e E :P = I 
E ;14



I étant la matri
e unité de dimensions a � a et E étant une matri
e 
arrée dedimensions b� b, dont les éléments sont égaux à 1=b. Pour l'exemple 
onsidéré,on a :I = � 1 00 1 � ; E = � 1=2 1=21=2 1=2 � ; 0 = � 0 00 0 � et P = � E 00 E � :Si les e�e
tifs des traitements ne sont pas égaux, la matri
e P est toujours
onstituée de a lignes et 
olonnes de sous-matri
es, les sous-matri
es Ei de ladiagonale étant 
arrées, de dimensions égales au nombre de répétitions bi dutraitement i et 
onstituées d'éléments égaux à 1=bi. Ainsi, pour une expérien
eà trois traitements et pour des nombres de répétitions respe
tivement égaux à3, 2 et 1 on aurait :P = 26666664 1=3 1=3 1=3 0 0 01=3 1=3 1=3 0 0 01=3 1=3 1=3 0 0 00 0 0 1=2 1=2 00 0 0 1=2 1=2 00 0 0 0 0 1
37777775 :A partir de la matri
e P , don
 aussi grâ
e aux inverses généralisées, on peutobtenir le ve
teur des résidus estimés, ê, qui est la proje
tion orthogonale de ysur l'espa
e des résidus, 
elui-
i étant le 
omplément orthogonal de l'espa
e des
olonnes de P , C?(X). On a :ê = y � ŷ = y �P y = (I �P )y ;soit, pour l'exemple : e = 2664 �1=21=21=2�1=2 3775 :Géométriquement, le ve
teur y de l'exemple 
onsidéré est situé dans un es-pa
e à quatre dimensions, les 
oordonnées de l'extrémité du ve
teur étant ses
omposantes. Du fait de sa dimension, 
et espa
e ne peut 
ependant pas êtrevisualisé de façon 
orre
te. Dans 
e même espa
e, les trois ve
teurs-
olonnes deX peuvent également être représentés. Ces ve
teurs engendrent un sous-espa
e,appelé sous-espa
e des 
olonnes, qui est en réalité un plan, à 
ause de la singu-larité de la matri
e X. La proje
tion orthogonale de y dans 
e plan déterminele ve
teur ŷ, et le ve
teur qui joint l'extrémité du ve
teur ŷ à l'extrémité duve
teur y est le ve
teur des résidus estimés ê. Ce ve
teur, qui donne une idéede la distan
e entre le ve
teur des observations et le ve
teur de l'approximationdes moindres 
arrés, est orthogonal à l'espa
e des 
olonnes et, par le théorèmede Pythagore, on a : k y k2=k ŷ k2 + k ê k2 ;15



Figure 1. Représentation s
hématique de la proje
tion d'un ve
teur d'observa-tions, y, sur l'espa
e des 
olonnes de X.k y k, k ŷ k et k ê k représentant les normes des ve
teurs 
orrespondants. La�gure 1 donne une représentation s
hématique de la proje
tion orthogonale dey sur l'espa
e des 
olonnes, valable quelles que soient les dimensions de l'espa
e
onsidéré.A�n de pré
iser davantage 
ette notion de proje
tion orthogonale, 
onsidé-rons un exemple plus simple en
ore, qui ne fait intervenir que trois données,à savoir deux observations pour le premier traitement et une seule observationpour le se
ond traitement. Supposons, en outre, que les trois observations soientégales à 4, 3 et 1. Dans 
es 
onditions, on a :y = 24 431 35 ; X = 24 1 1 01 1 01 0 1 35 ; � = 24 �t1t2 35 et e = 24 e11e12e21 35 :La matri
e de proje
tion, P , est égale à :P = 24 1=2 1=2 01=2 1=2 00 0 1 35 ;et, par 
onséquent :ŷ = 24 1=2 1=2 01=2 1=2 00 0 1 3524 431 35 = 24 7=27=21 35et ê = 24 431 35� 24 7=27=21 35 = 24 1=2�1=20 35 :16



Figure 2. Représentation de la proje
tion d'un ve
teur de trois observations, y,sur le plan des 
olonnes de X.La �gure 2 donne la représentation du ve
teur y dans l'espa
e à trois dimen-sions. L'espa
e engendré par les 
olonnes de X est un plan, 
ar le rang de Xest égal à 2. Pour représenter 
e plan, il su�t de représenter deux ve
teurs deX linéairement indépendants, par exemple :x2 = 24 110 35 et x3 = 24 001 35 :On véri�e bien que le ve
teur ŷ est dans le plan dé�ni par x2 et x3 (espa
e des
olonnes), et que le ve
teur des résidus est perpendi
ulaire au ve
teur ŷ, 
ar leproduit s
alaire de ŷ et ê est égal à zéro :ŷ0 ê = � 7=2 7=2 1 �24 1=2�1=20 35 = 0 :L'orthogonalité de la proje
tion se déduit aussi du théorème de Pythagore,appliqué au triangle formé par les ve
teurs y, ŷ0 et ê. On véri�e, en e�et que :k y k2=k ŷ k2 + k ê k2 ;ou en
ore que :(42 + 32 + 12) = (3; 52 + 3; 52 + 12) + (0; 52 + 0; 52) :17



4.4. Calcul des sommes de carrés et de leurs distributions d’échantillonnageLa dé
omposition du ve
teur y en deux 
omposantes orthogonales, ŷ et ê,permet de diviser la somme des 
arrés totale en une somme des 
arrés liée aumodèle et une somme des 
arrés résiduelle :SCt = SC� + SCr ;
'est-à-dire : k y k2=k ŷ k2 + k e k2 ;ou en
ore : y0 y = ŷ0 ŷ + ê0 e :On peut aussi exprimer les sommes des 
arrés en fon
tion de y et de Puniquement et on a :̂y0 ŷ = (P y)0(P y) = y0P 0P y = y0 P yet ê0 ê = (I �P y)0(I �P y) = y0(I �P )0(I �P )y = y0(I �P )y ;les matri
es P et (I � P ) étant idempotentes.La somme des 
arrés peut à son tour être divisée en deux parties: la sommedes 
arrés liée au paramètre �, SC�, et la somme des 
arrés liée aux traitements,quand � est déjà dans le modèle, SCtj�. Il su�t, pour 
ela, de 
onsidérer lapartition suivante de X : X = � X1 X2 � ;X1 étant la 
olonne de X dont tous les éléments sont égaux à l'unité et X2étant l'ensemble des autres 
olonnes de X. On a alors :P 1 =X1(X 01X1)GX 01 =X1X+1 =X1Xl1 = 1nX1X 01et P 2 = P �P 1 :Par 
onséquent : SC� = y0 P 1 yet SCtj� = y0 P 2 y :Pour l'exemple présenté au paragraphe 4.1, on a :SCt = 54 ; SC� = 53 et SCr = 1 :La matri
e P 1 étant égale à :P 1 = 14 2664 1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1 3775 ;18



on trouve aussi : SC� = 49 et SCtj� = 4 :Les nombres de degrés de liberté asso
iés à 
es sommes de 
arrés sont en faitégaux aux dimensions des espa
es ve
toriels 
orrespondants et sont donnés parles rangs des matri
es de proje
tion. Ainsi, en vertu des propriétés des inversesgénéralisées de Moore-Penrose, le nombre de degrés de liberté de SC� estégal au rang de P , qui est égal lui-même au rang de X; le nombre de degrés deliberté de SCr est égal au rang de (I�P ), 
'est-à-dire au nombre d'observationsmoins le rang de P ; le nombre de degrés de liberté de SC� est égal au rang deP 1, 
'est-à-dire aussi de X1; et en�n, le nombre de degrés de liberté de SCtj�est égal au rang de P 2, qui est égal au rang de P dont on soustrait le rang deP 1 ou au rang de X dont on soustrait le rang de P 1.Le tableau 2 reprend notamment, pour l'exemple 
onsidéré, les di�érentessour
es de variations, les nombres de degrés de liberté et les sommes des 
arrés
orrespondantes.Tableau 2. Tableau d'analyse de la varian
e relatif à l'exemple du paragraphe4.1.Sour
es de Nombres Sommes Espéran
es Paramètres devariation de degrés des 
arrés mathématiques des non-
entralitéde liberté sommes des 
arrés des variables �2Paramètres 2 53 2�2 + 2 2Xi=1(�+ ti)2 1�2 2Xi=1(�+ ti)2� 1 49 �2 + (2�+ 2Xi=1 ti)2 12�2 (2�+ 2Xi=1 ti)2tij� 1 4 �2 + 2 2Xi=1(ti � �t)2 1�2 2Xi=1(ti � �t)2Var. résid. 2 1 2 �2 0Totaux 4 54 4�2 + 2 2Xi=1(�+ ti)2 �Les di�érentes sommes des 
arrés envisagées 
i-dessus sont des formes qua-dratiques. On peut en trouver les espéran
es mathématiques en faisant, parexemple, l'hypothèse que y est un ve
teur d'observations provenant d'une distri-bution multinormale à n dimensions, de moyenneX � et de matri
e de varian
eset 
ovarian
es I �2. En e�et, dans 
es 
onditions, l'espéran
e mathématique dey0M y est égale à : E(y0M y) = tr[M ℄�2 + �0X 0MX� ;19



en vertu d'un théorème 
lassique relatif aux formes quadratiques. Dans 
etterelation, tr[M ℄ représente la tra
e de la matri
eM .Pour le dispositif expérimental dé
rit au paragraphe 4.1, on peut, sur base de
e théorème, 
al
uler les espéran
es mathématiques des di�érentes sommes de
arrés. Pour la somme des 
arrés relative au modèle 
omplet, on a, par exemple :E(y0 P y) = tr[P ℄�2 + �0X 0P X � = 2�2 + 2 2Xi=1(�+ ti)2 :Les di�érentes espéran
es mathématiques qui ont ainsi été 
al
ulées sontdonnées dans le tableau 2.Quant aux distributions d'é
hantillonnage des sommes de 
arrés, elles peuventégalement être déterminées grâ
e à une propriété des formes quadratiques. Ene�et, sous les 
onditions de normalité évoquées 
i-dessus, et siM est une matri
ede rang k, la 
ondition né
essaire et su�sante pour que y0M y=�2 soit distri-buée selon une loi �2 à k degrés de liberté et dont le paramètre de non-
entralitéest égal à : Æ = 12�2�0X 0MX� ;est queM soit idempotente. Ainsi, pour la somme des 
arrés des résidus diviséepar �2 : SCr�2 = y0(I �P )y�2 ;le 
ara
tère idempotent de la matri
e (I�P ) peut se démontrer fa
ilement grâ
eaux propriétés de l'inverse généralisée de Moore-Penrose. La matri
e P étantsymétrique, on véri�e tout d'abord que (I � P ) est également symétrique, et ilfaut don
 démontrer que : (I �P )(I �P ) = I �P :En remplaçant P par XX+ (paragraphe 4.3) et en e�e
tuant le produit ontrouve :(I �XX+)(I �XX+) = I �XX+ �XX+ +XX+XX+ :La matri
e XX+ étant idempotente (paragraphe 3.3), on peut supprimer lesdeux derniers termes du se
ond membre de l'égalité et on véri�e ainsi que(I � XX+) est bien idempotente. La somme des 
arrés des résidus, diviséepar �2 est don
 bien une valeur observée d'une variable �2, dont le nombre dedegrés de liberté est égal au rang de (I�P ), 
'est-à-dire 2, et dont le paramètrede non-
entralité est égal à :12�2�0X 0(I �P )X � = 12�2 (�0X 0X � � �0X 0XX+X �) ;
'est-à-dire égal à zéro, 
ar : XX+X =X ;20



en vertu de la dé�nition des inverses de Moore-Penrose (paragraphe 3.3).Des 
al
uls analogues peuvent être e�e
tués pour les autres sommes des 
ar-rés. On peut véri�er que l'on retrouve les nombres de degrés de liberté et lesparamètres de non-
entralité donnés dans le tableau 2. En parti
ulier, sous l'hy-pothèse nulle d'égalité des traitements, le paramètre de non-
entralité relatifà SCtj� est égal à zéro, et le rapport du 
arré moyen 
orrespondant au 
arrémoyen résiduel est bien le rapport de deux variables �2 indépendantes, diviséespar leurs nombres de degrés de liberté respe
tifs, 
'est-à-dire aussi une variablede Snede
or.
4.5. Estimation des fonctions paramétriques et sommes de carrés associées aux

tests d’hypothèsesLes inverses généralisées interviennent également pour véri�er si une fon
tionlinéaire des paramètres, �0 �, est estimable, 
'est-à-dire aussi si elle peut faire enpratique l'objet d'un test d'hypothèse. En e�et, une fon
tion paramétrique estestimable dans le modèle y =X� + e si :H 0 � = � ;ave
 : H = (X 0X)�X 0X :Pour l'exemple du paragraphe 4.1, 
onsidérons, à titre d'illustration, les 
inqfon
tions paramétriques suivantes :�01� = � ave
 �01 = � 1 0 0 � ;�02� = t1 ave
 �02 = � 0 1 0 � ;�03� = t1 + t2 ave
 �03 = � 0 1 1 � ;�04� = �+ t1 ave
 �04 = � 1 1 0 � ;�05� = t1 � t2 ave
 �05 = � 0 1 �1 � ;et véri�ons quelles sont, parmi 
elles-
i, les fon
tions estimables. En prenant,par exemple, 
omme inverse généralisée de (X 0X) l'inverse 
onditionnelle A�1 ,
al
ulée au paragraphe 3.1, on obtient :(X 0X)�X 0 X = A�1 A = 24 0 0 00 1=2 00 0 1=2 3524 4 2 22 2 02 0 2 35 = 24 0 0 01 1 01 0 1 35 ;mais un autre résultat aurait été obtenu en prenant une autre matri
e inverse.Pour 
ette matri
e H, on a :H 0�1 = 24 000 35 ; H 0�2 = 24 110 35 ; H 0�3 = 24 211 35 ;21



H 0�4 = 24 110 35 et H 0�5 = 24 01�1 35 :Il en résulte don
 que �04� et �05� sont les seules fon
tions estimables parmi les
inq fon
tions proposées. En l'absen
e de restri
tion sur les paramètres, on peutnoter, en parti
ulier, qu'il n'est pas possible d'estimer les ti, mais qu'on peutestimer la di�éren
e des deux traitements.Les inverses généralisées permettent également de 
al
uler les sommes des
arrés asso
iées aux hypothèses nulles. En e�et, pour l'hypothèse nulle :H0 : L0� = 
 ;où L0 est une matri
e dont le rang est égal au nombre de lignes et telle que L0�
orrespond à une série de fon
tions estimables, on peut montrer que la sommedes 
arrés asso
iée est égale à :SCh0 = (L0�Æ � 
)0[L0(X 0X)GL℄�1(L0�Æ � 
) ;
ette expression étant 
onstante, quelle que soit la matri
e inverse prise en 
onsi-dération, et quelle que soit la solution �Æ prise en 
onsidération.A titre d'illustration, si on veut tester l'hypothèse d'égalité des deux traite-ments de l'exemple 
onsidéré, on a :H0 : t1 = t2 ou H0 : �05� = 0 :On a vu que �05� est estimable et que �5 est de rang 1. Par 
onséquent, enreprenant 
omme inverse généralisée de X 0X la matri
e A�1 et 
omme ve
teur� le ve
teur �Æ1 (paragraphe 4.2), on a :�05�Æ1 = � 0 1 �1 �24 05=99=2 35 = 2�05A�1�5 = � 0 1 �1 � 24 0 0 00 1=2 00 0 1=2 3524 01�1 35 = 1et SCH0 = (2)(1)(2) = 4 :Comme il n'y a que deux traitements dans l'expérien
e envisagée, 
ette sommede 
arrés, liée à l'hypothèse d'égalité des deux traitements, est évidemment égaleà la somme des 
arrés liée aux traitements SCtj�, 
al
ulée au paragraphe 4.4.
22



5. QUELQUES INFORMATIONS COMPLÉMENTAIRESL'obje
tif de 
ette note était de présenter brièvement les inverses généraliséesles plus 
ouramment utilisées dans la littérature statistique a
tuelle et d'exami-ner quelques-unes de leurs utilisations, en relation ave
 le modèle linéaire.Il faut 
ependant savoir qu'il existe d'autres types de matri
es inverses géné-ralisées. Ainsi, on peut dé�nir les inverses généralisées ré�exives 6 et les inversesgénéralisées normalisées 7, qui satisfont respe
tivement les deux et les trois pre-mières 
onditions de l'inverse généralisée deMoore-Penrose (paragraphe 3.3).Des informations sont données à leur sujet par Searle [1971℄. Par ailleurs,Ma-zundar et al. [1980℄ donnent les règles qui permettent d'obtenir des inversesgénéralisées spé
i�ques pour 
haque restri
tion paramétrique adoptée. Quant àGoodnight [1979℄, il dé�nit les inverses du type g2. Et d'autres types d'inversesgénéralisées peuvent en
ore être dé�nis.Du point de vue des propriétés des inverses généralisées, nous nous sommeslimités à l'énon
é de quelques-unes d'entre elles. A 
e sujet aussi, des informa-tions 
omplémentaires peuvent être obtenues, entre autres, dans Ben-Israel etGreville [1974℄, Graybill [1967℄, Lan
aster [1969℄, Magnus et Neude-
ker [1988℄, Noble [1969℄, Pringle et Rayner [1971℄, Rao [1966℄, Raoet Mitra [1971℄, et Searle [1966, 1982℄.En�n, en 
e qui 
on
erne plus spé
i�quement les appli
ations des inversesgénéralisées dans le modèle linéaire, le le
teur pourra trouver plus de détailsdans Alves et Iemma [1990℄, Graybill [1976℄, Ho
king [1985℄, Iemma[1982, 1983, 1987, 1989, 1990℄, Ko
h [1987℄, et Searle [1971, 1982, 1984℄.
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