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RÉSUMÉCette note dé
rit d'abord des méthodes permettant de véri�er les 
onditionsd'appli
ation de la régression (adéquation du modèle, normalité, homos
édas-ti
ité et indépendan
e des résidus) et présente ensuite les transformations devariables pouvant être utilisées en 
as de non-respe
t de 
es 
onditions d'appli-
ation.

SUMMARYThis note �rst reviews methods used for 
he
king the assumptions in linearregression (la
k of �t, normality, homos
edasti
ity and independan
e of the re-siduals) and then des
ribes variables transformations as remedial a
tion whenthe assumptions are not ful�lled.
1. INTRODUCTIONLes méthodes 
lassiques d'inféren
e statistique en régression multiple sup-posent qu'un ensemble de 
onditions d'appli
ation 
on
ernant le modèle et lesdonnées sont remplies. Le non-respe
t de 
es 
onditions peut mettre en questionles résultats de l'inféren
e statistique, suite à la modi�
ation des distributionsd'é
hantillonnage des estimateurs qui peut rendre in
orre
t le 
al
ul des inter-valles de 
on�an
e ou le résultat des tests d'hypothèses.Les 
onséquen
es varient évidemment ave
 l'importan
e de l'é
art par rap-port aux 
onditions théoriques. En pratique, il est don
 né
essaire de véri�ersi les 
onditions d'appli
ation sont remplies, au moins de façon approximative,avant de réaliser l'inféren
e.�Chargé de 
ours asso
ié à la Fa
ulté universitaire des S
ien
es agronomiques de Gembloux.ySenior bio-statisti
ien du Département de Re
her
he et Développement de Glaxo-SmithKline Biologi
als, Rixensart) et Maître de 
onféren
es à la Fa
ulté universitaire desS
ien
es agronomiques de Gembloux durant l'année a
adémique 1990-1991.1



Après un rappel de 
es 
onditions d'appli
ation, nous passerons en revuediverses méthodes permettant de mettre en éviden
e le non-respe
t de 
elles-
i,su

essivement du point de vue de l'adéquation de la relation, de la normalité,de l'homos
édasti
ité et de l'indépendan
e des résidus (paragraphe 2).Nous examinerons ensuite 
omment on peut tenter de résoudre le problèmedu non-respe
t des 
onditions par des transformations de variables, qui portentsoit sur la variable à expliquer, soit sur les variables expli
atives, soit à la foissur la variable à expliquer et sur les variables expli
atives (paragraphe 3).Nous analyserons alors une exemple 
on
ret (paragraphe 4), avant de tirerquelques 
on
lusions (paragraphe 5).
2. VÉRIFICATION DES CONDITIONS D’APPLICATION

2.1. Modèle et conditions d’applicationOn 
onsidère le modèle théorique suivant :y = x� + ";dans lequel y est la variable dépendante, x est le ve
teur relatif aux variablesexpli
atives, � est le ve
teur des 
oe�
ients de régression théoriques et " est lerésidu. Pour tenir 
ompte d'un éventuel terme indépendant, il su�t de 
onsidé-rer qu'une variable expli
ative est 
onstante et égale à l'unité. Si p désigne lenombre de variables expli
atives, à l'ex
lusion de l'éventuelle variable arti�
ielleajoutée pour prendre en 
ompte le terme indépendant, les ve
teurs x et � sontrespe
tivement de dimensions 1� p0 et p0 � 1, p0 étant égal à p+ 1 si le modèlepossède un terme indépendant et p0 = p sinon. Le résidu " est une variable aléa-toire, de même que y. Par 
ontre, x est un ve
teur non aléatoire, 
onnu sanserreur, et � est un ve
teur de paramètres �xés mais in
onnus.Appliqué à un individu donné, noté i, le modèle s'é
rit :yi = xi � + "i:Pour les méthodes 
lassiques d'inféren
e, les 
onditions d'appli
ation peuventêtre résumées de la manière suivante : les résidus "i sont des réalisations indé-pendantes de variables aléatoires normales, de moyenne nulle et de varian
e
onstante et égale à �2. Ces 
onditions 
orrespondent aux 
onditions d'adéqua-tion de la relation, de normalité, homos
édasti
ité et absen
e d'auto
orrélationdes résidus.Le modèle de régression présenté 
i-dessus est le modèle tout à fait 
las-sique. D'autres situations peuvent être 
onsidérées. En parti
ulier, on pourraits'intéresser au 
as où les xi sont aléatoires ou sujets à erreurs. Ces situationsparti
ulières ne seront pas envisagées i
i.Soit un é
hantillon aléatoire et simple, 
onditionnellement à x, de n individusprovenant de la population dé
rite par le modèle 
i-dessus. Pour 
es n individus,2



on a le modèle théorique : y =X� + ";y étant le ve
teur des n réalisations de la variable à expliquer,X étant la matri
e,de dimensions n�p0, des valeurs observées des variables expli
atives, � le ve
teurdes p0 paramètres et " le ve
teur des n résidus théoriques et in
onnus, de matri
ede varian
es et 
ovarian
es égale à �2 I , I étant la matri
e identité, de dimensionsn� n.Sous les 
onditions énon
ées 
i-dessus, un estimateur non biaisé et de varian
eminimum du ve
teur � est donné par la méthode des moindres 
arrés :b� = (X 0X)�1X 0 y ;pour autant que la matri
e X 0X soit non singulière. Un estimation non biaiséede la varian
e résiduelle, b�2 est donnée par :b�2 = e0 e=(n� p0);le ve
teur e étant le ve
teur des résidus observés :e = y � by = y �X b�:Le ve
teur by peut en
ore s'é
rire :by =X b� =X(X 0X)�1X 0 y =H y;H étant la matri
e de proje
tion, de dimensions n� n.Les éléments diagonaux de 
ette matri
e H sont égaux à :hii = xi(X 0X)�1 x0i;xi étant la i�eme ligne de la matri
e X.La matri
e de varian
es et 
ovarian
es du ve
teur b� est donnée par :bV ( b�) = b�2(X 0X)�1;et la matri
e de varian
es et 
ovarian
es des résidus observés est égale à :bV (e) = b�2(I �H):On 
onstate que, 
ontrairement aux résidus théoriques "i, les résidus estimései n'ont pas une varian
e 
onstante et sont 
orrélés. En parti
ulier, le résidurelatif à l'individu i a pour varian
e estimée :bv(ei) = b�2(1� hii):Pour éliminer 
ette inégalité des varian
es des résidus observés, on dé�nitdes résidus standardisés, de varian
e 
onstante et égale à l'unité :ri = ei=b�p(1� hii):3



Les résidus peuvent en
ore être standardisés d'une manière légèrement di�é-rente : ti = ei=b�(i)p(1� hii);b�(i) étant l'é
art-type résiduel estimé à partir de l'équation de régression 
al
uléeaprès l'élimination de l'observation i.Les di�érents résidus dé�nis 
i-dessus sont donnés, éventuellement en option,par les logi
iels SAS et Minitab, notamment [SAS, 1989; X, 2000℄. Ils inter-viennent dans la dé�nition des paramètres permettant de quanti�er l'in�uen
esur la régression de 
ha
un des individus de l'é
hantillon. Ces paramètres ontété dé
rits dans une note antérieure [Palm, 1988℄. Des informations détaillées à
e sujet sont données par Cook et Weisberg [1982℄.Ces résidus sont utilisés également dans les paragraphes suivants pour lavéri�
ation des 
onditions d'appli
ation. A 
e propos, il faut remarquer qu'onse trouve dans une situation un peu parti
ulière, dans la mesure où on souhaitevéri�er des 
onditions d'appli
ation relatives aux "i, alors qu'on ne dispose pas devaleurs de 
es "i. Ainsi, pour véri�er la normalité d'une population, par exemple,on dispose habituellement d'un é
hantillon aléatoire et simple d'observationsprélevées dans 
ette population. Dans le 
as de la régression, par 
ontre, on n'apas un tel é
hantillon, 
ar les "i sont non observables. On a uniquement n résidusobservés ei dont les propriétés sont di�érentes de 
elles des "i. En parti
ulier,nous venons de signaler qu'ils sont 
orrélés et de varian
es inégales, même si les"i sont indépendants et de varian
e 
onstante.
2.2. Adéquation de la relationDans le 
as de la régression simple, l'adéquation du modèle peut être appré-
iée graphiquement sur le diagramme de dispersion de la variable à expliqueren fon
tion de la variable expli
ative. Dans le 
as de modèles plus 
omplexes(régression polynomiale et régression multiple), on peut établir un diagrammede dispersion des résidus observés (ei, ri ou ti) en fon
tion d'une variable expli-
ative parti
ulière ou en fon
tion des valeurs estimées de y. Ce diagramme peutêtre 
omplété par la surimposition des valeurs lissées par des moyennes mobilespar exemple. Ces valeurs lissées doivent �u
tuer autour de zéro si le modèle estadéquat. Il faut noter qu'on porte en abs
isse les valeurs estimées de y et non lesvaleurs observées, 
ar 
es dernières sont 
orrélées aux résidus ei, la 
orrélationrye étant d'autant plus grande que le 
oe�
ient de détermination multiple R2est faible. On a, en e�et, la relation suivante :rye =p1�R2:D'autres représentations sont en
ore proposées dans la littérature a�n devéri�er la linéarité de l'e�et d'une variable parti
ulière quand on dispose deplusieurs variables expli
atives. Ainsi, pour visualiser l'e�et d'une variable expli-
ative xj sur la variable y après l'élimination de l'e�et des p� 1 autres variablesexpli
atives, on peut 
al
uler, d'une part la régression de y en fon
tion de 
esp�1 variables expli
atives et, d'autre part la régression de xj en fon
tion de 
es4



mêmes p�1 variables expli
atives. Les résidus de la première équation sont alorsmis en graphique en fon
tion des résidus de la se
onde équation. Le diagrammede dispersion ainsi obtenu, appelé diagramme des résidus partiels 1 donne lesinformations relatives à la nature de la liaison de y et de xj , après l'élimina-tion de l'e�et des p � 1 autres variables expli
atives. La pente de la droite derégression passant par l'origine qui peut être 
al
ulée à partir de 
e nuage depoints est égale au 
oe�
ient de régression partielle de la variable xj dans lemodèle à p variables et la 
orrélation des deux séries de résidus est le 
oe�
ientde 
orrélation partielle de y et xj , après l'élimination des p� 1 autres variablesexpli
atives. Un tel graphique s'interprète globalement 
omme un diagramme dedispersion en régression simple.Une version di�érente est obtenue en portant en abs
isse les valeurs de xj eten ordonnée les valeurs [Larsen et M
Cleary, 1972℄ :ei + xij b�j ave
 ei = yi � xi b�:Ce graphique est dénommé graphique de la 
omposante plus résidu 2. On noteraque les valeurs portées en ordonnée ne sont ni les résidus de y en l'absen
e dela variable expli
ative xj , 
omme dans le graphique pré
édent, ni les résidus dey sur l'ensemble des variables, 
omme les ei. La pente de la droite de régressionpassant pas l'origine relative à 
e nuage de points est aussi égale au 
oe�
ientde régression partielle b�j , mais la varian
e de 
e 
oe�
ient de régression simpleest plus faible que la varian
e de b�j , la di�éren
e entre les deux varian
es étantd'autant plus importante que la variable xj est fortement liée aux autres variablesexpli
atives [Ryan, 1997℄. Les résidus par rapport à la droite de régression dans
e se
ond graphique sont également identiques à 
eux du graphique pré
édent,mais l'allure générale des deux graphiques est di�érente.La né
essité d'une éventuelle transformation de xj est mieux mise en éviden
edans le 
as du se
ond graphique, 
ar l'abs
isse est la variable expli
ative elle-même. Par 
ontre, le premier graphique met mieux en éviden
e les donnéesin�uentes [Chatterjee et Pri
e, 1991; Weisberg, 1985℄.Des extensions de 
es types de graphiques et des informations 
on
ernant lespropriétés des di�érentes représentations graphiques sont données, notamment,par Berk [1998℄, Berk et Booth [1995℄, Cook [1993, 1994, 1996℄, Cook etWeisberg [1994, 1997℄.Lorsqu'on dispose de plusieurs observations yij pour un même ve
teur xi, onpeut e�e
tuer le test 
lassique de linéarité, en dé
omposant la somme des 
arrésdes é
arts résiduelle obtenue à l'issue de la régression en deux 
omposantes : lavariation résiduelle pure et la 
omposante liée à la non-linéarité.Ce test né
essite des répétitions a�n de déterminer l'erreur pure. Il est don
en général limité au 
as où les données proviennent d'une expérien
e plani�ée.En l'absen
e de répétitions, on peut regrouper des observations pour lesquellesles valeurs de x sont à peu près identiques et utiliser les variations entre lesréponses dans les groupes pour 
al
uler l'erreur pure et en déduire l'erreur liée1. En anglais : partial residual plot, added variable plot.2. En anglais : 
omponent plus residual plot, partial residual plot.5



à l'inadéquation du modèle. Il ne s'agit 
ependant pas d'un test rigoureux, lesrésultats dépendant de la manière dont les observations ont été regroupées.La non-adéquation d'un modèle peut également être appré
iée par la 
om-paraison de 
e modèle à des modèles alternatifs. Ainsi, dans le 
as du modèlelinéaire simple, la relation : by = b�0 + b�1 xpeut être 
omparée aux deux relations suivantes :by = b�0 + b�1 x2 et by = b�0 + b�1 x+ b�2 x2:Si le 
oe�
ient de détermination est plus grand pour le deuxième ou le troi-sième modèle ou si le 
oe�
ient �2 du troisième modèle est signi�
atif, on peutadmettre l'existen
e d'une relation non linéaire entre y et x. Cette appro
he estutilisée pour juger de la pertinen
e d'une éventuelle transformation proposée
omme remède à la non-linéarité (paragraphe 3.3).Le logi
iel Minitab propose une 
ombinaison de tests, appli
ables en l'absen
ede répétitions et ayant pour obje
tif d'identi�er la ou les variables responsablesde l'inadéquation du modèle. Considérons d'abord le 
as de la régression linéairesimple, pour laquelle deux tests sont réalisés. Pour le premier test, on 
onsidèreles variables instrumentales z0 et z1, telles que :zi0 = 0 et zi1 = 0 si xi � �xet zi0 = 1 et zi1 = xi si xi > �x:On 
al
ule les sommes de 
arrés des é
arts résiduelles SCEr(1) et SCEr(2)asso
iées aux deux modèles suivants :by = b�0 + b�1 x (1)et by = b�0 + b�1 x+ b�0 z0 + b�1 z1 (2):La di�éren
e entre les deux sommes des 
arrés d'é
arts :SCEr(1)� SCEr(2) = R(�0; �1j�0; �1)
orrespond à la rédu
tion de la somme des 
arrés des é
arts liée à l'ajout desdeux variables instrumentales dans le modèle initial et possède deux degrés deliberté. Cette 
omposante est alors 
omparée à la 
omposante résiduelle du mo-dèle 
omplet, SCEr(2), par l'intermédiaire du test F . Con
rètement, 
ela revientà 
omparer une équation de régression simple unique (modèle (1)) à deux équa-tions de régression simple, l'une étant ajustée aux données telles que xi � �x etl'autre aux données telles que xi > �x.Le deuxième test repose également sur la 
omparaison de deux modèles. Lepremier modèle est le modèle (1) ajusté à l'ensemble des n données et le se
ondmodèle est le modèle (1) ajusté aux m données les plus 
entrales, pour lesquelleshii � 2; 2=n. La di�éren
e entre les deux sommes des 
arrés des é
arts résiduelles,6



qui est une mesure de l'inadéquation du modèle, possède n�m degrés de liberté.On réalise alors le test F , en prenant 
omme base de 
omparaison la somme des
arrés des é
arts résiduelle relative au modèle obtenu sur les données les plus
entrales.Lorsqu'on dispose de p variables expli
atives, le premier test dé
rit 
i-dessusest appliqué en 
onsidérant su

essivement 
ha
une des variables expli
atives.Pour la variable xj , on dé�nit :zik = 0 (k = 0; : : : ; p) si xij � �xjzi0 = 1 et zik = xik (k = 1; : : : ; p) si xij > �xj ;et on 
onsidère le modèle 
omplet :y = b�0 + b�1 xi + : : :+ b�p xp + b�0 z0 + b�1 z1 + : : :+ b�p zp;qui 
orrespond à l'ajustement de deux hyperplans indépendants, l'un pour lesobservations telles que xij � �xj et l'autre pour les observations telles quexij > �xj . La sommes des 
arrés des é
arts liée à l'ensemble des variables instru-mentales est divisée en deux parties :R(�0; : : : ; �p j�0; : : : ; �p) = R(�0; �j j�0; : : : ; �p)+R(�1; : : : ; �j�1; �j+1; : : : ; �p j�0; : : : ; �p; �0; �j):La première somme des 
arrés des é
arts, ave
 deux degrés de liberté, repré-sente la 
ourbure en xj et le se
ond terme, à p� 1 degrés de liberté, représentel'intera
tion entre xj et les autres variables expli
atives. Ces deux sour
es de va-riation sont testées en prenant la variation résiduelle du modèle 
omplet 
ommebase de 
omparaison.Quant au deuxième test présenté pour la régression simple, il peut être gé-néralisé sans di�
ulté au 
as multivarié, les observations 
onsidérées 
omme
entrales étant 
elles pour lesquelles hii < (1; 1) (p+ 1)=n.La pro
édure implique don
 au total la réalisation de deux tests pour larégression simple et de 2 p + 1 tests pour la régression multiple à p variablesexpli
atives. Pour maintenir le niveau de signi�
ation à � pour l'ensemble destests, 
haque test est réalisé en utilisant un niveau de signi�
ation �0 égal à �=2,pour la régression simple ou à �=(2 p+ 1), pour la régression multiple. Minitab�xe � à 0,1 et donne les probabilités ajustées asso
iées aux di�érents tests, 
'est-à-dire les probabilités multipliées par 2 ou par (2p+ 1). En�n, les tests ne sontpas réalisés si le modèle initial ne présente pas d'ordonnée à l'origine. Les auteurssignalent que la pro
édure est expérimentale et doit être utilisée ave
 pruden
e[X, 1994℄.
7



2.3. Normalité des résidusComme signalé au paragraphe 2.1, la normalité des résidus théoriques, "i, estvéri�ée à partir des résidus observés, ei, qui n'ont pas les mêmes propriétés queles "i. En e�et, les ei sont 
orrélés et de varian
es inégales, même si les "i sontde varian
e 
onstante.L'inégalité des varian
es peut fa
ilement être éliminée en 
onsidérant les ré-sidus standardisés, ri, 
omme le suggèrent Draper et Smith [1998℄.Weisberg[1985℄ estime 
ependant qu'il n'est pas évident que l'utilisation de ri ou de tisoit préférable à l'utilisation de ei. Pour les tests basés sur la 
orrélation desrésidus et des s
ores normaux qui sera présenté 
i-dessous, Pfaffenberger etDielman [1991℄ ont montré que les ei et les ri donnent des résultats 
omparablesmais que l'utilisation des ti doit être dé
onseillée.En plus de la 
orrélation et de l'inégalité des varian
es des ei, se pose leproblème 
onnu sous l'appellation de supernormalité des résidus qui fait que lesei peuvent avoir une distribution pro
he de la normale, même lorsque les "i nesont pas normaux. Cette supernormalité s'explique si on exprime les résidus eien fon
tion des "i, par la relation suivante [Weisberg, 1985℄ :ei = "i � nXj=1 hij "j :Le résidu ei est don
 égal à "i dont on soustrait une somme pondérée de tousles "j . Si le nombre de degrés de liberté de la varian
e résiduelle est faible et si
ertains éléments hij sont grands, le deuxième terme du membre de droite peutêtre plus important que le terme "i dans la détermination de la distribution desei. Et, en vertu du théorème 
entral limite, 
ette somme aura une distributionapproximativement normale, même lorsque les "i sont non normaux. Par 
onsé-quent, les tests de normalité, appliqués aux résidus observés ne peuvent qu'êtreapproximatifs, du moins si l'e�e
tif est faible [Weisberg, 1985℄. Pour des é
han-tillons de grande taille, le terme "i domine et on peut s'attendre à 
e que lestests appliqués aux ei donnent des résultats 
omparables aux tests qui seraientappliqués dire
tement aux "i, si 
eux-
i étaient observables.Pour véri�er la normalité des ei, l'utilisateur dispose de méthodes graphiqueset de tests statistiques.Parmi les méthodes graphiques, on peut 
iter la 
omparaison de l'histo-gramme normé et de la fon
tion de densité de probabilité normale, la 
omparai-son du polygone de fréquen
es relatives 
umulées et de la fon
tion de répartitionde la variable normale, l'établissement du diagramme de dispersion des propor-tions observées et des probabilités théoriques 3 ou du diagramme de dispersiondes quantiles observés et des quantiles théoriques 4, appelé en
ore diagrammedes s
ores normaux 5. Des informations 
on
ernant 
es graphiques sont données,notamment dans Dagnelie [1998℄, SAS [1995℄ et Sievers [1986℄.3. En anglais : p-p plot, probability-probability plot.4. En anglais : q-q plot, quantile-quantile plot.5. En anglais : normal probability plot. 8



Pour tenir 
ompte du phénomène de supernormalité, Atkinson [1981℄ pro-pose de déterminer les limites de 
on�an
e du diagramme des s
ores normauxpar simulation. La méthode 
onsiste à simuler 19 ve
teurs de n nombres aléa-toires provenant d'une distribution normale réduite. Soit uk (k = 1; : : : ; 19), 
esve
teurs. On 
al
ule ensuite les régressions de uk en fon
tion de X et on enre-gistre les ve
teurs des résidus, notés vk. Les éléments de 
ha
un de 
es ve
teurssont 
lassés par ordre 
roissant. Parmi les 19 valeurs situées en rang 1 après 
e
lassement, on retient la plus petite et la plus grande uniquement. On pro
èdede la même manière pour les valeurs situées aux rangs 2; 3; : : : ; n. Les valeursmaximum et minimum ainsi retenues sont des estimations des pour
entiles 5et 95 de la distribution d'é
hantillonnage du i�eme rang des résidus standardi-sés. Ce sont don
 les limites de 
on�an
e inférieure et supérieure, au niveau� = 0; 10, des statistiques d'ordre. Elles sont portées sur le graphique donnantles résidus standardisés en fon
tion des s
ores normaux et, si l'hypothèse de nor-malité est véri�ée, environ 90 % des résidus devraient se trouver dans les limitesainsi simulées. Un nombre de simulations supérieur à 19 ou le 
hoix d'autrespour
entiles peut évidemment être envisagé. On pourrait par exemple simuler100 é
hantillons et retenir le pour
entile 5 et 95, ou 2,5 et 97,5 de la distribu-tion d'é
hantillonnage simulée des résidus de rang 1, de rang 2, et
. Obtenue àpartir d'un plus grand nombre de simulations, l'enveloppe serait moins liée auxvariations aléatoires.Comme le signaleRyan [1997℄, l'enveloppe simulée doit être 
onsidérée 
ommeun outil permettant une meilleure appré
iation d'une éventuelle non-normalité,plut�t que 
omme un test statistique. En parti
ulier, lorsque l'hypothèse de nor-malité est vraie, la probabilité qu'un résidu se situe hors des limites peut êtrebien plus grande que 10 %, surtout si n est grand. Inversement, une dissymétriemême importante de la distribution des résidus, qui se traduira par une 
ourburedans le diagramme des s
ores normaux, n'implique pas né
essairement que lespoints se trouvent en dehors de l'enveloppe simulée.Parmi les tests 
lassiques de normalité, on peut 
iter le test de Shapiro etWilk [1965℄, 
onsidéré 
omme l'un des plus performants [Royston, 1982, 1988℄et le test de Ryan et Joiner [1976℄ qui est basé sur la 
orrélation des résidus etdes s
ores normaux et qui est équivalent au test pré
édent [X, 1994℄.L'utilisation 
onjointe d'une méthode graphique et d'un test statistique per-met de véri�er visuellement si le 
ara
tère non normal de la distribution desrésidus est lié ou non à la présen
e d'une donnée ou d'un petit nombre de don-nées aberrantes, au sein d'un ensemble de données présentant globalement unedistribution normale. Dans de telles situations, il peut être utile d'éliminer 
esdonnées avant la réalisation du test de normalité.La dé
ision d'éliminer 
es données peut éventuellement être prise à l'issued'un test statistique de déte
tion de résidus aberrants. Un tel test peut se faire àpartir des résidus standardisés ti qui, dans les 
onditions énon
ées au paragraphe2.1, possèdent une distribution de Student à n � p0 � 1 degrés de liberté, p0étant le nombre de paramètres du modèle. Le niveau de signi�
ation du testsera égal à � si l'utilisateur suspe
te a priori, 
'est-à-dire avant d'avoir examinéles ti, une donnée parti
ulière d'être anormale, par exemple sur la base de sa9




onnaissan
e du problème. En l'absen
e de 
ette identi�
ation a priori, 
e quiest le plus souvent le 
as en pratique, lorsqu'on s'intéresse aux résidus ti les plusimportantes en valeur absolue, le niveau de signi�
ation sera �xé à �=n, le testétant en fait appliqué n fois. Des tables donnant les valeurs de t1��=2n en fon
tiondu nombre d'observations et du nombre de variables sont données parWeisberg[1985℄. Le test de déte
tion de données aberrantes ne peut 
ependant être réalisé,de manière rigoureuse, que si, dans l'ensemble les résidus sont normaux.
2.4. HomoscédasticitéNous 
onsidérons d'abord le 
as d'une seule variable expli
ative et nous ver-rons ensuite la généralisation au 
as de plusieurs variables expli
atives.L'inégalité des varian
es 
onditionnelles peut être visualisée par le diagrammede régression de y en x ou des résidus de la régression en fon
tion de x. Dans
e dernier 
as, il est d'ailleurs préférable de 
onsidérer les résidus standardi-sés, ri, plut�t que les résidus non standardisés 
ar, 
omme nous l'avons signaléau paragraphe 2.1, 
es derniers ne sont pas de varian
e 
onstante, même sousl'hypothèse d'homos
édasti
ité des "i.Pour mieux mettre en éviden
e l'inégalité des varian
es 
onditionnelles, onpeut rempla
er les résidus par une fon
tion de 
es résidus. Parmi les transforma-tions proposées, on peut 
iter la valeur absolue des résidus, le 
arré des résidus,la ra
ine 
ubique du 
arré des résidus. Une dis
ussion de 
es diverses solutionsest donnée dans Carroll et Ruppert [1988℄. Ces derniers proposent la repré-sentation du logarithme des résidus absolus en fon
tion du logarithme de x. Cetype de graphique donne, en e�et, des informations 
on
ernant la nature de larelation liant l'é
art-type 
onditionnel à la valeur de x, 
ar il s'apparente à ungraphique du logarithme de la varian
e 
onditionnelle en fon
tion du logarithmede la variable expli
ative. Dans l'interprétation de 
e graphique, il faut 
epen-dant veiller à ne pas a

order une importan
e exagérée aux quelques valeursnégatives très grandes liées aux résidus absolus pratiquement nuls.Carroll et Ruppert [1988℄ insistent sur l'intérêt qu'il y a à éliminer lesigne des résidus, a�n de doubler la densité des points permettant ainsi de mieuxappré
ier visuellement la variabilité des résidus. Ils signalent également qu'unedi�
ulté d'interpréation résulte de l'inégale densité de points le long de l'axedes x. En e�et, en l'absen
e d'hétéros
édasti
ité, une forte densité de points surune portion de l'axe des x induit, en moyenne, une plus grande amplitude desrésidus qu'une faible densité.Il faut noter aussi qu'une inadéquation du modèle, 
onduisant à des résidusabsolus importants pour des valeurs estimées extrêmes peut parfois suggérer,à tort, une inégalité des varian
es 
onditionnelles. Il en va de même pour laprésen
e éventuelle de résidus absolus importants, liés à des données aberrantes.Dans 
es 
onditions, il peut être utile d'examiner l'allure générale du graphique,abstra
tion faite de 
es quelques résidus parti
uliers.Le diagramme de dispersion d'une fon
tion des résidus absolus peut être
omplété par la superposition d'une relation donnant l'évolution moyenne des10



résidus absolus ou d'une fon
tion de 
es résidus. Un modèle simple, 
omme ladroite de régression peut 
onvenir dans 
ertains 
as. Un 
oe�
ient de régressionpositif indique alors que la dispersion des résidus augmente ave
 x, alors qu'un
oe�
ient négatif indique une diminution de la dispersion ave
 x. L'ajustementd'un modèle rigide 
omme la droite de régression peut être rempla
é par uneforme de lissage, par moyennes mobiles par exemple.On peut aussi tenter de synthétiser le diagramme de dispersion par le 
al
uldu 
oe�
ient de 
orrélation. Un 
oe�
ient positif peut être l'indi
ation d'unevariabilité 
roissante ave
 x, alors qu'un 
oe�
ient négatif est l'indi
e d'unevariabilité dé
roissante ave
 x. Le test de signi�
ation d'un tel 
oe�
ient n'est
ependant qu'approximatif, 
ar les résidus dépendent des paramètres estimés.Carroll et Ruppert [1988℄ proposent de rempla
er le 
oe�
ient de 
orrélation
lassique par le 
oe�
ient de 
orrélation de rang de Spearman qui est moinssensible à la présen
e de données extrêmes.Outre le test approximatif du 
oe�
ient de 
orrélation de rang, plusieurstests statistiques peuvent être réalisés. Parmi 
eux-
i, le test de Bartlett oude Hartley [Dagnelie, 1998℄, appli
ables lorsque plusieurs observations sont
ara
térisées par une même valeur de x, le test de Goldfeld et Quandt [1965℄et le test de Breus
h et Pagan [1979℄ ont été dis
utés dans une note antérieurePalm, 1994℄. Nous nous limitons à la présentation du dernier test 
ité, qui a aussiété proposé par Cook et Weisberg [1983℄.Le test 
onsiste à véri�er la nullité de � dans le modèle de varian
e 
ondi-tionnelle suivant : �2yjxi = �2 [exp(�xi)℄:A partir des résidus de la régression, ei, on dé�nit une nouvelle variable e0i :e0i = e2iÆ~�2 ave
 ~�2 = nXi=1 e2i�n:On 
al
ule alors la somme des 
arrés des é
arts, SCEr�eg , liée à la régression dee0i en fon
tion de xi, ainsi que la quantité :�2obs = SCEr�eg=2;qui suit une distribution �2 à un degré de liberté lorsque l'hypothèse de nullitéde � est véri�ée.Les appro
hes graphiques et numériques dé
rites 
i-dessus peuvent être gé-néralisées au 
as de plusieurs variables expli
atives. Pour les représentationsgraphiques et le 
al
ul du 
oe�
ient de 
orrélation de rang, on 
hoisit a prioril'une ou l'autre variable expli
ative dont on pense qu'elle pourrait être perti-nente pour expliquer la non-
onstan
e des varian
es 
onditionnelles. On peutégalement rempla
er la variable expli
ative par les valeurs estimées de la va-riable à expliquer. Pour le test de Breus
h et Pagan [1979℄ ou de Cook etWeisberg [1983℄, la régression de e0 en fon
tion de x peut être rempla
ée parla régression de e0 en fon
tion de by, ou par une régression multiple en fon
tionde toutes ou d'un sous-ensemble de variables expli
atives. Dans 
e 
as, et sous11



l'hypothèse d'homos
édasti
ité, la quantité �2obs suit une distribution �2 à k de-grés de liberté, k étant le nombre de paramètres de l'équation, à l'ex
lusion duterme indépendant.Ainsi don
, la mise en éviden
e de l'hétéros
édasti
ité peut se faire par des re-présentations graphiques ou par le 
al
ul de paramètres, 
ertains de 
eux-
i pou-vant faire l'objet d'un test statistique. Les représentations graphiques donnentune meilleure idée de la nature de l'hétéros
édasti
ité en vue d'une éventuelle mo-délisation ultérieure. Elles permettent également de mieux appré
ier l'in�uen
eéventuelle de quelques observations parti
ulières sur 
ette hétéros
édasti
ité. Par
ontre, les paramètres résument davantage l'information par la quanti�
ation del'importan
e de l'hétéros
édasti
ité et permettent de 
e fait de 
omparer dessituations di�érentes, liées par exemple à des transformations de variables. Ilsdonnent 
ependant moins d'information 
on
ernant la nature de l'hétéros
édas-ti
ité et peuvent être fortement liés à quelques observations parti
ulières.
2.5. Indépendance des résidusL'obje
tif est de véri�er si les résidus "i et "j , relatifs à deux observations iet j quel
onques, sont indépendants.Sous l'hypothèse de normalité, l'indépendan
e est assurée dès qu'il y a non-
orrélation. En pratique, on véri�e la non-
orrélation des résidus "i et "j à partirdes résidus observés ei et ej . De plus, on suppose que s'il existe une forme de
orrélation, 
elle-
i est liée à un fa
teur parti
ulier tel que le temps ou l'espa
e.Lorsque les données sont ordonnées dans le temps ou dans l'espa
e et queles intervalles séparant deux données su

essives sont 
onstants, la liaison entreles résidus su

essifs est mesurée par les 
oe�
ients d'auto
orrélation, �s, ave
s = ji� jj et �0 = 1. On 
onsidère don
 que la 
orrélation entre deux résidus i etj ne dépend que du nombre d'observations séparant i et j. Ainsi, la 
orrélationentre "2 et "1 est la même que la 
orrélation entre "3 et "2, entre "4 et "3, et
.Elle est égale à �1. La 
orrélation entre "3 et "1 est la même que la 
orrélationentre "4 et "2, et
. Elle est égale à �2. Et ainsi de suite pour �3, �4, et
.La notion d'auto
orrélation est une notion fondamentale dans l'étude desséries 
hronologiques. Des informations à 
e sujet sont données dans une pré
é-dente note [Palm, 1987℄.L'indépendan
e des résidus peut être véri�ée par le test de Durbin et Wat-son. De manière stri
te, 
e test de véri�e l'hypothèse nulle :H0 : �s = 0
ontre l'alternative : H1 : �s = �s1;qui 
orrespond au 
as où les résidus su

essifs proviendraient d'un modèle au-torégressif d'ordre 1, s'é
rivant :"i = �1 "i�1 + "�i ;12



dans lequel les résidus "�i sont des réalisations indépendantes d'une variablenormale de moyenne nulle et d'é
art-type �.Mais en pratique, le test est souvent utilisé pour tester l'hypothèse nulle :H0 : �1 = 0
ontre l'alternative : H1 : �1 6= 0 ;sans référen
e à un modèle spé
i�que parti
ulier d'auto
orrélation pour l'hypo-thèse alternative. Il peut en résuler une 
ertaine perte de puissan
e [Draper etSmith, 1998℄.Durbin et Watson proposent le 
al
ul de la quantité :d = nXi=2 (ei � ei�1)2� nXi=1 e2i ;qui est approximativement égale à :d =  2 nXi=2 e2i � 2 nXi=2 ei ei�1!� nXi=1 e2i ' 2(1� b�1):La statistique de Durbin et Watson varie don
 entre 0, lorsque b�1 = 1, et 4,lorsque b�1 = �1.Sous l'hypothèse nulle, l'espéran
e mathématique de la statistique vaut 2 etla distribution est symétrique. Les tables proposées parDraper et Smith [1998℄donnent des 
ouples de valeurs 
ritiques, notées dL et dU pour des niveaux deprobabilité � = 0; 01, 0,025 et 0,05, et 
e, en fon
tion du nombre d'observationsn et du nombre de variables expli
atives p.Con
rètement, les tests se réalisent de la manière suivante. Pour le test uni-latéral, H0 : �1 = 0 
ontre l'alternative H1 : �1 > 0,� si d < dL : on rejette H0 au niveau �;� si d > dU : on ne rejette pas H0 au niveau �;� si dL � d � dU : le test ne permet pas de 
on
lure au niveau �.Pour le test unilatéral, H0 : �1 = 0 
ontre l'alternative H1 : �1 < 0,� si 4� d < dL : on rejette H0 au niveau �;� si 4� d > dU : on ne rejette pas H0 au niveau �;� si dL � 4� d < dU : le test ne permet pas de 
on
lure au niveau �.13



En�n, pour le test bilatéral, H0 : �1 = 0 
ontre l'alternative H1 : �1 6= 0,� si d < dL ou 4� d < dL : on rejette H0 au niveau 2�;� si d > dU ou 4� d > dU : on ne rejette pas H0 au niveau 2�;� si dL � d < dU ou dL < 4� d < dU : le test ne permet pas de 
on
lure auniveau 2�.La présen
e de valeurs de d ne 
onduisant pas à une dé
ision 
laire peut êtreembarrassante en pratique. Draper et Smith [1998℄ proposent de 
onsidérer
ette situation 
omme un signal d'alarme ou de rejeter l'hypothèse nulle, enadmettant que le risque de première espè
e est légèrement supérieur à la valeurnominale.La déte
tion de l'auto
orrélation par le test de Durbin et Watson ne
on
erne que l'auto
orrélation entre données adja
entes (auto
orrélation de rang1). Si des auto
orrélations existent entre des résidus séparés de plus d'une unitéde temps ou d'espa
e, alors que l'auto
orrélation de rang 1 est faible, elles pour-ront passer inaperçues par 
e test.Les programmes utilisés pour l'analyse des séries 
hronologiques fournissentdes estimations de 
es auto
orrélations, qui, sous l'hypothèse nulle H0 : �s = 0,ont une distribution d'é
hantillonnage asymtotiquement normale, de moyennenulle et d'erreur-standard approximativement égale à :1pnrn� sn+ 2 ' 1pn:On peut don
, en première approximation et pour autant que n soit su�-samment grand, 
onsidérer 
omme di�érents de zéro, au niveau � = 0; 05, les
oe�
ients d'auto
orrélation qui, en valeur absolue, dépassent 2=pn.Il s'agit d'un test rapide et très approximatif, qui ne tient pas 
ompte dunombre de variables expli
atives dans le modèle. A titre de 
omparaison, pourn = 30, on 
onsidérerait 
omme signi�
atifs tous les 
oe�
ients d'auto
orrélationsupérieurs, en valeur absolue, à 2=p30, soit 0,365. Compte tenu de la relationexistant entre b�1 et la statistique d de Durbin et Watson, une auto
orrélationau rang 1 égale à 0,365 
orrespond à la valeur :d ' 2(1� 0; 365) ' 1; 27:Les valeurs dL et dU lues dans la table relative à � = 0; 025 sont de 1,25 et1,38 pour p = 1 et de 0,98 et 1,73 pour p = 5. On 
onstate que la valeurapproximative d = 1; 27 se trouve dans la zone de non-
on
lusion du test deDurbin et Watson.D'autre part, le risque de première espè
e global lié à la réalisation de laséquen
e de tests sur les 
oe�
ients d'auto
orrélation su

essifs est largementplus élevé que le risque asso
ié à un test unique. Ainsi, dans le 
as d'un niveau� par test de 0,05 et en supposant qu'on teste la signi�
ation des 20 premiers14




oe�
ients d'auto
orrélation, on peut s'attendre à obtenir un 
oe�
ient signi-�
atif en moyenne par appli
ation de la séquen
e de tests, lorsque l'hypothèsenulle est vraie. Plus que le test lui-même, 
'est l'importan
e et le rang des auto-
orrélations les plus grandes qui présente de l'intérêt. Ainsi, une auto
orrélationsigni�
ative au rang quatre pour des données trimestrielles sera davantage denature à remettre en question le modèle qu'une auto
orrélation de même im-portan
e, mais située au rang six par exemple. L'auto
orrélation de rang quatrepeut, en e�et, indiquer la présen
e d'un phénomène saisonnier qu'il y aurait lieude prendre en 
onsidération dans le modèle.Un test global de la signi�
ation des k premiers 
oe�
ients d'auto
orréla-tion a été proposé par Box et Pier
e [1970℄ et ensuite amélioré par Ljung etBox [1978℄. Ce test 
ontr�le le risque � mais le non-rejet de l'hypothèse nullene signi�e pas né
essairement que les résidus sont non 
orrélés 
ar un 
oe�
ientd'auto
orrélation signi�
atif peut être 
amou�é, dans la statistique �2obs qui est
al
ulée pour 
e test, si les autres 
oe�
ients sont très pro
hes de zéro. Inver-sement, le rejet de l'hypothèse nulle donne peu d'indi
ations à l'utilisateur, quidevra de toute manière examiner les 
oe�
ients individuels.Par ailleurs, si les données ne sont pas ordonnées dans le temps ou dansl'espa
e ou ne 
orrespondent pas à des observations faites à des intervalles detemps ou d'espa
es égaux, le test de Durbin et Watson et les autres testsde signi�
ation des 
oe�
ients d'auto
orrélation ne sont plus appli
ables, defaçon stri
te. Ils peuvent 
ependant être utilisés à titre indi
atif, lorsque lesdonnées sont ordonnées selon un 
ritère extérieur, 
omme par exemple l'ordrealphabétique, la taille des individus, et
. Une auto
orrélation trop di�érentede zéro devrait attirer l'attention de l'utilisateur et l'en
ourager à examinersérieusement ses données en vue d'améliorer le modèle, par exemple par la priseen 
ompte d'autres variables expli
atives.
3. TRANSFORMATIONS DE VARIABLES

3.1. Types et effets des transformationsL'obje
tif des transformations de variables est de modi�er le modèle initialde manière à obtenir un nouveau modèle pour lequel les 
onditions d'appli
a-tion sont véri�ées, ou du moins pour lequel le non-respe
t de 
es 
onditions ne
onstitue plus un problème majeur. Dans 
ertains 
as, la transformation permetégalement de simpli�er la relation.Les transformations peuvent porter uniquement sur la variable à expliquer oubien uniquement sur les variables expli
atives ou, au 
ontraire, simultanémentsur la variable à expliquer et sur les variables expli
atives.La transformation de y modi�e à la fois la relation fon
tionnelle et la distri-bution des résidus du point de vue de la normalité et de l'hétéros
édasti
ité.A l'inverse, la transformation d'une ou de plusieurs variables expli
ativesvise essentiellement à améliorer l'adéquation du modèle du point de vue de la15



relation fon
tionnelle, 
'est-à-dire à véri�er la 
ondition de nullité de l'espéran
emathématique des résidus théoriques. Cette transformation n'a pas d'e�et sur lanormalité, l'homos
édasti
ité et l'indépendan
e des résidus théoriques. Toutefois,la transformation entraîne une modi�
ation des résidus observés, qui sont utiliséspour la véri�
ation de 
es 
onditions d'appli
ation.En�n, la transformation de la variable à expliquer et des variables expli
atives
ombine les e�ets des deux transformations (e�ets sur la relation, sur la normalitéet sur l'hétéros
édasti
ité).Quelle que soit la nature de la transformation réalisée, il sera toujours utile,à l'issue de la transformation, de véri�er l'e�et de 
elle-
i sur l'adéquation de larelation retenue, sur la normalité et l'homos
édasti
ité des résidus. Dans la pra-tique, un 
ompromis devra fréquemment être a

epté, la transformation jugéela plus adéquate pour un 
ritère donné, par exemple la normalité, ne sera pasautomatiquement la plus adéquate pour un autre 
ritère, par exemple l'homos-
édasti
ité.
3.2. Transformation de la variable à expliquerNous avons signalé, au paragraphe 3.1, qu'une transformation de la variableà expliquer a�e
te l'adéquation de la relation, la normalité et l'homos
édasti
itédes résidus.Dans 
ertaines situations, 
ette transformation peut être 
hoisie sur une basethéorique, en parti
ulier lorsqu'elle vise à stabiliser les varian
es 
onditionnelles.Ainsi, la transformation ra
ine 
arrée permet de stabiliser les varian
es 
haquefois qu'il y a proportionnalité entre les moyennes 
onditionnelles et les varian
es
onditionnelles, 
omme dans le 
as des distributions de Poisson. La transfor-mation ar
sinus ra
ine 
arrée, appelée aussi transformation angulaire, sin�1py,s'applique aux variables binomiales. La transformation logarithmique s'utiliselorsque le 
oe�
ient de variation est 
onstant. Cette transformation mérite d'êtreenvisagée 
haque fois que le rapport du maximum au minimum de y est trèsgrand, supérieur à 1.000 par exemple. La transformation 1=y est souvent appli-quée quand la variable à expliquer est le temps d'attente d'un événement. Desinformations plus 
omplètes 
on
ernant les diverses transformations 
i-dessussont données, entre autres, par Chatterjee et Pri
e [1991℄, Dagnelie [1998℄,Draper et Smith [1998℄ et Weisberg [1985℄.Lorsque la variable y 
omporte des valeurs nulles, on rempla
e habituelle-ment y par y + 1 dans les di�érentes transformations. En présen
e de valeursnégatives, l'ajout à y d'une 
onstante assez petite avant la transformation per-met de résoudre le problème de façon satisfaisante, pour autant que les valeursde y ne soient pas toutes faibles [Weisberg, 1985℄.On notera aussi que les transformations 
i-dessus, séle
tionnées dans le but destabiliser les varian
es 
onditionnelles, ont également souvent un e�et béné�quesur la normalité des résidus. 16



Les transformations ra
ine 
arrée, logarithmique et inverse, mentionnées 
i-dessus, sont des 
as parti
uliers de la transformation puissan
e de Box et Cox :w(�) = � y� si � 6= 0loge y si � = 0 ;obtenus en donnant à � respe
tivement la valeur de 0,5, 0 et -1.En l'absen
e d'une base théorique permettant de séle
tionner une transfor-mation adéquate, on peut retenir la transformation de Box et Cox et déterminerla valeur de � à partir des observations elles-mêmes.Cette transformation peut s'é
rire sous une forme un peu plus 
ompliquée :w(�) = � (y� � 1)=��y��1g si � 6= 0�ygloge y si � = 0;�yg étant la moyenne géométrique de y. Cette se
onde présentation a l'avantaged'être 
ontinue en fon
tion de � et de permettre la 
omparaison dire
te dessommes de 
arrés d'é
arts résiduelles obtenues après ajustement du modèle derégression pour di�érentes valeurs de �.Une première méthode de détermination de � est la méthode du maximumde vraisemblan
e. Pour une valeur �xée de �, on 
al
ule les wi par la se
ondeformule donnée 
i-dessus et on détermine l'équation de régression :w =X b� + e;les ve
teurs w, b� et e dépendant de �. A partir des résidus, on 
al
ule la sommedes 
arrés des é
arts résiduelle SCEr(�), elle aussi fon
tion de �, et on en déduitle logarithme de la vraisemblan
e par la relation :L(�) = �n2 loge SCEr(�):La fon
tion de vraisemblan
e peut ainsi être 
al
ulée pour une série de valeurs� 
omprises entre �2 et 2, par exemple. L'estimation du maximum de vraisem-blan
e, b�, 
orrespond à la valeur pour laquelle la fon
tion de vraisemblan
e estmaximum. Si la valeur de � qui maximise la vraisemblan
e se situe hors de l'in-tervalle (�2, 2), on peut mettre en doute l'utilité de la méthode pour les donnéesen question.On peut en
ore 
al
uler, de manière approximative, l'intervalle de 
on�an
ede �. Cet intervalle 
omprend toutes les valeurs de � telles que :L(�) > L(b�)� 12 �21��;�21�� étant le pour
entile 1� � de la distribution �2 à un degré de liberté. Leslimites, �1 et �2, sont déterminées à partir du graphique donnant la vraisem-blan
e en fon
tion de � ou par interpolations linéaires à partir des 
ouples L(�)et � [Draper et Smith, 1998℄. 17



En pratique, on arrondira souvent la valeur de b�, surtout si la valeur arrondiese trouve dans l'intervalle de 
on�an
e. Ainsi, si les limites de 
on�an
e sont parexemple 0,4 et 0,7 on prendra � = 0; 5, qui 
orrespond à la transformation ra
ine
arrée.Une autre méthode de détermination de � a été proposée par Atkinson[1981℄. Elle est dé
rite par Weisberg [1985℄ notamment et permet d'obtenirrapidement une estimation à partir du développement en série de Taylor aupoint � = 1 de la transformation puissan
e.On 
al
ule d'abord la variable g, fon
tion de y :gi = yi [loge(yi=�yg)� 1℄ + loge �yg + 1:Ensuite, on détermine l'équation de régression suivante :y =X� + � g + ";Si le 
oe�
ient � est non signi�
atif, on 
onsidère qu'il n'y a pas lieu d'ef-fe
tuer de transformation de y. Si, au 
ontraire, le 
oe�
ient est signi�
atif, onestime � par la relation : b� = 1� b�;la valeur étant le plus souvent arrondie de manière à retrouver une transforma-tion plus 
lassique.L'estimation de � par la méthode du maximum de vraisemblan
e et par laméthode d'Atkinson est illustrée au paragraphe 4.2.Comme pour les transformations mentionnées plus haut, la transformationde Box et Cox n'est appli
able que si les yi sont tous positifs. En présen
e devaleurs nulles ou négatives, on peut ajouter une 
onstante à y avant d'employerla méthode. On dispose 
ependant de peu d'informations quant au 
hoix de 
ette
onstante [Weisberg, 1985℄.D'autre part, la transformation de Box et Cox est sensible aux donnéesin�uentes et des méthodes ont été proposées pour déte
ter de telles observations[Kim et al., 1996℄.En pratique, lorsque la valeur retenue pour � est di�érente de 0 ou 1, onutilise, par la suite, la transformation y�, la formulation plus 
ompliquée neprésentant plus au
un intérêt, une fois la valeur de � �xée. Pour � = 0, onutilise indi�éremment le logarithme népérien ou le logarithme dé
imal et onnéglige la 
onstante �yg présente dans la formule plus 
ompliquée.En�n, il est utile de véri�er si les diverses 
onditions d'appli
ation sont a
-
eptables après transformation 
ar, 
omme nous l'avons déjà signalé, la trans-formation modi�e la relation, la normalité et l'homos
édasti
ité des résidus.
3.3. Transformation de variables explicativesLa transformation de variables expli
atives peut intervenir sous la forme del'introdu
tion dans le modèle de nouvelles variables, fon
tion d'une ou de plu-sieurs variables initiales. C'est l'appro
he utilisée dans la régression polynomiale.18



Elle présente l'in
onvénient de 
ompliquer quelque peu le modèle et d'augmen-ter le nombre de paramètres à estimer. L'utilité des termes supplémentaires estgénéralement véri�ée par un test de signi�
ation 
lassique.Une autre appro
he 
onsiste à rempla
er une variable expli
ative donnée parune fon
tion de 
ette variable. Cette se
onde appro
he n'est 
ependant valableque si y est une fon
tion monotone 
roissante ou dé
roissante de x, du moinslorsque x est une variable positive.Parmi les transformations les plus 
ourantes, on peut 
iter :z = x2 ; z = px ; z = logx et z = 1=x ;qui sont des 
as parti
uliers de la transformation puissan
e de Box et Cox,mentionnée au paragraphe pré
édent :z = � x� si � 6= 0loge x si � = 0:La question qui se pose en pratique est de dé
ider si une transformation estné
essaire et, dans l'a�rmative, de �xer la valeur de � et 
e, pour 
ha
une desvariables expli
atives.Une solution à 
ette double question peut être obtenue par un développementen série de Taylor. Considérons en e�et un modèle initial à p variables :y = �0 + �1 x1 + : : :+ �p xp + " (1)et supposons qu'on s'intéresse à la transformation de la première variable expli-
ative. Après transformation, le modèle s'é
rit :y = �0 + �1 x�1 + : : :+ �p xp + " (2)Le paramètre � pourrait être estimé en même temps que les paramètres�0 ; �1 ; : : : ; �p, par la méthode des moindres 
arrés non linéaires. Une solutionappro
hée est obtenue en 
onsidérant le développement en série de Taylor dex�1 , au point � = 1 et limité aux deux premiers termes :x�1 ' x1 + (� � 1)�d x�1d� ��=1' x1 + (� � 1)x1loge x1;En remplaçant x�1 par son développement en série dans l'équation (2), on a :y ' �0 + �1[x1 + (�� 1)x1loge x1℄ + : : :+ �pxp + "' �0 + �1x1 + : : :+ �pxp + 
x1loge x1 + " (3)ave
 
 = �1(�� 1). 19



Cette dernière équation de régression peut être ajustée par les moindres 
arrésordinaires. Le test 
lassique de signi�
ation appliqué au 
oe�
ient 
, permet dejuger de l'intérêt de la transformation et une estimation de � est donnée par :b� = (b
=b�1) + 1 ;b
 étant obtenu par l'ajustement du modèle (3) mais b�1 étant estimé à partir dumodèle initial (1).Box et Tidwell [1962℄ ont proposé une pro
édure itérative. A la premièreitération, la valeur de l'exposant est �xée à l'unité, soit � = 1. Au terme des
al
uls 
i-dessus, on obtient une nouvelle estimation de l'exposant, soit �1. Onre
ommen
e alors les 
al
uls en remplaçant, dans le modèle initial, la variablex1 par x01 : x01 = x�11 :On retrouve une nouvelle valeur �02, qui donne lieu à une nouvelle transforma-tion : x01 = (x�11 )�02 = x�21 ave
 �2 = �1�02 :Et ainsi de suite, pour les itérations suivantes, la pro
édure s'arrêtant lorsquel'exposant ne 
hange pratiquement plus ou lorsque le 
oe�
ient 
 est non signi-�
atif. La pro
édure est illustrée au paragraphe 4.2.Dans le 
as de la régression multiple, il peut être utile de transformer ainsiplusieurs variables expli
atives.Weisberg [1985℄ suggère une appro
he séquen-tielle, étudiant su

essivement 
ha
une des variables expli
atives. Ryan [1997℄étudie, par 
ontre, simultanément la transformation de toutes les variables en
al
ulant, à 
haque itération, les p variables x0j loge x0j (j = 1; : : : ; p).L'utilisation de la transformation de Box et Tidwell peut poser des pro-blèmes de 
olinéarité des variables, si le rapport entre le maximum et le minimumde la variable xj est limité, 
ar dans 
e 
as la 
orrélation entre xj et xj loge xj esttoujours très élevée. Le problème est en
ore a

entué si les variables expli
ativesprésentent de fortes 
orrélations.Indépendamment de la méthode de Box et Tidwell, il faut noter que le
hoix empirique d'une transformation sera toujours di�
ile lorsque le rapportdu maximum au minimum d'une variable est inférieur à 10 
ar xj et x�j sonttoujours fortement 
orrélés, du moins pour des valeurs positives de �. Il sera par
onséquent di�
ile de 
hoisir entre xj et x0;5j , par exemple.La méthode développée par Box et Tidwell peut également 
onduire à desrésultats absurdes, la valeur obtenue pour un exposant étant très largement endehors du domaine attendu, qui est de -2 à 2. Ces résultats aberrants proviennentde la mauvaise estimation de 
j ou de �j .
3.4. Transformation de la variable à expliquer et des variables explicativesUne première situation résulte de la 
ombinaison des transformations exa-minées aux deux paragraphes pré
édents : on e�e
tue une transformation de y20



et une transformation d'une ou de plusieurs variables expli
atives, les transfor-mations réalisées sur les variables expli
atives pouvant être di�érentes de 
ellesréalisées sur la variable y. Ainsi, disposant de deux variables expli
atives, x1 etx2, on pourrait, par exemple, arriver à la 
on
lusion qu'un modèle du type :log y = �0 + �1px1 + �2 x2 + "soit a

eptable, à la fois du point de vue de la normalité et de l'homos
édasti
itédes résidus et de la forme de la relation.Théoriquement, la distribution des " est indépendante de la relation et latransformation de y devrait pouvoir être étudiée indépendamment des transfor-mations des variables expli
atives. Dans la pratique, il en est e�e
tivement ainsipour autant qu'on dispose de répétitions. Dans 
e 
as, en e�et, les résidus purspeuvent être estimés à partir de y uniquement, 
onditionnellement aux x. Par
ontre, dans le 
as plus général, la normalité et l'homos
édasti
ité des résidus "isont appré
iées à partir des ei, qui eux dépendent de l'adéquation du modèle.D'autre part, les transformations de variables expli
atives né
essaires pourrendre le modèle linéaire dépendent de la transformation e�e
tuée sur y.Il en résulte que les deux types de transformation doivent être re
her
hésde façon simultanée. Ryan [1997℄ propose la démar
he suivante. La fon
tion devraisemblan
e est 
al
ulée pour di�érentes valeurs de � 
omprises entre -2 et 2,en l'absen
e de transformation des xj . Sur la base de 
ette vraisemblan
e ainsique de 
ritères de normalité et d'homos
édasti
ité, un intervalle plus réduit devaleurs a

eptables de � est retenu. Ensuite, les valeurs �j de la transformationde Cox et Tidwell des variables expli
atives, ainsi que les mesures de normalitéet d'homos
édasti
ité sont 
al
ulées pour di�érentes valeurs de � de 
et intervalleréduit. En�n, les valeurs de � et �j retenues sont 
elles qui 
onduisent au modèleo�rant le meilleur 
ompromis pour les 
ritères de normalité, homos
édasti
ité etd'adéquation de la relation.Weisberg [1985℄ propose une solution quelque peu di�érente. D'abord, toutesles variables expli
atives pour lesquelles le rapport du maximum sur le minimumest supérieur à 10 subissent une transformation logarithmique. Ensuite, la va-riable à expliquer est transformée après estimation de � par la méthode dumaximum de vraisemblan
e ou par la méthode d'Atkinson. En�n, la méthodede Box et Tidwell est appliquée séquentiellement aux variables expli
ativesayant une valeur tobs importante.Dans 
ertaines situations, la même transformation est appliquée aux deuxmembres de l'équation. L'exemple le plus 
ourant est la double transformationappliquée en vue de linéariser un modèle non linéaire. C'est, par exemple, le 
aspour la fon
tion puissan
e : y = �0 x�1 " ;qui, après double transformation logarithmique, s'é
rit :log y = log�0 + �1 logx+ log " ;ou pour le modèle : y = x=(�0 + �1 x+ ")21



qui, après transformation inverse, s'é
rit :1=y = �0=x+ �1 + "=x :On 
onstate e�e
tivement que, après transformation, les modèles sont li-néaires et les paramètres peuvent être estimés par les moindres 
arrés ordinaires.Toutefois, l'inféren
e statistique ne peut être réalisée, de manière 
orre
te, quesi les résidus transformés, log " pour le premier modèle et "=x pour le se
ondmodèle, remplissent les 
onditions d'appli
ation (normalité, homos
édasti
ité,indépendan
e, nullité de l'espéran
e mathématique).Les deux exemples 
i-dessus 
onstitutent des 
as parti
uliers de la méthodeplus générale proposée par Carroll et Ruppert [1988℄. Partant de la relationsuivante : y = f(x ;�) + " ;ils proposent de transformer y et f(x ;�) par la transformation de Box et Coxdis
utée pré
édemment, ou en
ore par d'autres transformations. Si la fon
tionf(x ;�) est linéaire, la fon
tion transformée sera 
ependant le plus souvent nonlinéaire et les paramètres devront être estimés par les moindres 
arrés non li-néaires. L'utilisation de 
ette appro
he peut se justi�er dans le 
as où la formefon
tionnelle est adéquate mais où la normalité ou l'homos
édasti
ité n'est pasvéri�ée. La double transformation permet de 
onserver l'adéquation de la rela-tion, tout en modi�ant la distribution des résidus.La méthode des moindres 
arrés généralisés peut également être vue 
ommeune transformation des deux membres de l'équation. En e�et, 
onsidérons lemodèle : y =X� + " ave
 V (") = �2V :Soit P une matri
e non singulière telle que :P 0P = P P 0 = P 2 = V :En prémultipliant le modèle par P�1, on obtient [Draper et Smith, 1998℄ :P�1 y = P�1X� +P�1 " ;ou en
ore : w = z � + Æ ;les résidus Æ étant de matri
e de varian
es et 
ovarian
es égale à �2 I .En pratique, l'utilisation de la transformation né
essite la 
onnaissan
e deP�1, ou du moins d'une estimation de 
ette matri
e.Dans le 
as de la régression pondérée, V est une matri
e diagonale dont leséléments sont proportionnels aux varian
es des "i :vii = k �2"i ;et don
 inversement proportionnels aux poids à attribuer aux observations. Pré-multiplier par P�1 revient don
 à diviser yi et xi par pvii :wi = yi=pvii ; zi = xi=pvii et Æi = "i=pvii :22



Une présentation plus détaillée de la régression pondérée est donnée dans uneautre note [Palm, 1994℄.Dans le 
as de données auto
orrélées et dans les 
onditions dé
rites au para-graphe 2.5, la matri
e V est la matri
e d'auto
orrélation des résidus. Pour desdonnées ordonnées dans le temps ou dans l'espa
e, l'élément vij de la matri
eV est égal à �k ave
 k = ji � jj et �0 = 1. Sur le plan théorique, la pro
édureà l'avantage d'être très générale mais elle né
essite l'estimation des auto
orréla-tions jusqu'au rang n, 
e qui en pratique n'est généralement pas possible.Une autre solution pour des données 
orrélées est la méthode de Co
hran etOr
utt, dé
rite notamment par Chatterjee et Pri
e [1991℄. Elle 
onsiste àdéterminer d'abord le modèle sans tenir 
ompte de l'auto
orrélation. Les résidusei sont alors utilisés pour estimer �1 :b�1 = nXi=2 ei ei�1Æ nXi=2 e2i :On transforme ensuite les variables y et xj de la manière suivante :wi = yi � b�1 yi�1 et zij = xij � b�1 xi�1 ;jet on ajuste le modèle :wi = 
0 + 
1 zi1 + : : :+ 
p zip + Æi :Les paramètres 
0 et 
j sont liés aux paramètres du modèle initial par lesrelations suivantes : b�0 = b
0=(1� b�1) et b�j = b
j :La pro
édure peut être utilisée de manière itérative. Si les résidus e0i pré-sentent des auto
orrélations, on re
al
ule les résidus du modèle obtenu en tenant
ompte de l'auto
orrélation estimée à l'étape pré
édente et, à partir de 
es rési-dus, on détermine une nouvelle estimation de �1. La pro
édure s'arrête lorsqueles estimations b�1 ne se modi�ent plus d'une étape à l'autre. Chatterjee etPri
e [1991℄ estiment 
ependant que, si après la première itération, les résidusprésentent en
ore une auto
orrélation, l'utilisateur doit re
her
her des solutionsalternatives à la méthode de Co
hran et Or
utt. Au lieu de la pro
édureitérative, on peut aussi ajuster le modèle :wi = 
0 + zi 
 + Æipour di�érentes valeurs de �1 et retenir 
omme estimations les paramètres b�1,b
0 et b
j qui rendent minimum la somme des 
arrés des é
arts résiduelle [Chat-terjee et Pri
e, 1991℄.La méthode de Co
hran et Or
utt repose sur une stru
ture des résidusdu type autorégressif d'ordre 1, tout 
omme le test de Durbin etWatson dé
ritau paragraphe 2.5. Si des auto
orrélations existent entre des résidus séparés de23



plus d'une unité de temps ou d'espa
e, elles ne pourront pas être éliminées parla pro
édure 
i-dessus. De même, si les données sont ordonnées selon un autre
ara
tère que le temps ou l'espa
e, les te
hniques 
i-dessus sont inappropriées.En�n, signalons en
ore que, dans 
ertains 
as, l'auto
orrélation peut êtreliée à l'absen
e, dans le modèle, d'une variable parti
ulière dont les observationssu

essives sont 
orrélées. L'introdu
tion de 
ette variable dans le modèle peutparfois 
omplètement éliminer le phénomène d'auto
orrélation. Dans une tellesituation, il est préférable d'éliminer l'auto
orrélation par l'ajout d'une variableplut�t que par une forme de modélisation de l'auto
orrélation. Des exemplessont donnés par Chatterjee et Pri
e [1991℄.
4. APPLICATION

4.1. Données et modèle initialUn 
her
heur a réalisé des observations sur 162 exploitations laitières dansune région du Brésil, en vue de modéliser la 
roissan
e des exploitations de 
etterégion [Moro, 1995℄.La variable à expliquer est le taux de 
roissan
e, dé�ni 
omme le rapport entrele nombre de va
hes en 1992 et le nombre de va
hes en 1986. Cette variable seradésignée par le nom TAUX dans les sorties du logi
iel Minitab notamment, oupar le symbole y dans 
ertaines formules, a�n d'en simpli�er l'é
riture.Parmi les variables expli
atives disponibles, nous avons séle
tionné les troisvariables les plus 
orrélées, en 
orrélation simple, au taux de 
roissan
e : lenombre annuel moyen de visites e�e
tuées par les te
hni
iens (x1 ou VULG),le nombre de va
hes laitières en 1986 (x2 ou UGB86) et la valeur des a
tifs, enmilliers de dollars (x3 ou VACTIFS). Compte tenu du rythme des visites (annuel,semestriel, trimestriel, ...), 
e nombre 
orrespond à une variable dis
ontinue nepouvant prendre qu'une dizaine de valeurs di�érentes, 
omprises entre 0 (pas devisites) et 48 (4 visites mensuelles). Pour permettre des transformations de lavariable, 
e nombre a été augmenté d'une unité.Les variables UGB86 et VACTIFS sont assez 
orrélées (r = 0; 73) et la va-riable VULG est non 
orrélée aux deux autres variables expli
atives (r ' 0; 08).Les 
orrélations simples des trois variables expli
atives ave
 le taux de 
roissan
esont relativement faibles et du même ordre de grandeur; elles sont 
omprises entre0,38 et 0,44 en valeur absolue.La �gure 1 donne les diagrammes de dispersion de la variable à expliquer ave
les trois variables expli
atives. Ces graphiques montrent qu'on doit s'attendre àdes problèmes d'inégalité de varian
es, de non linéarité, et peut-être aussi denon-normalité des résidus.La régression multiple du taux de 
roissan
e en fon
tion des trois variablesexpli
atives a été 
al
ulée et la �gure 2 donne l'analyse des résidus, réalisée ave
la pro
édure %RESPLOTS de Minitab.24
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Figure 1. Diagramme de dispersion du taux d'a

roissement en fon
tion des troisvariables expli
atives. 25
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Figure 2. Examen des résidus du modèle initial par la 
ommande %RESPLOTSde Minitab.Le graphique des résidus standardisés en fon
tion des s
ores normaux pré-sente une allure non linéaire et l'histogramme des résidus montre une dissymétriegau
he assez pronon
ée. Le 
oe�
ient de 
orrélation entre les résidus standar-disés et les s
ores normaux est égal à 0,961. Cette valeur est inférieure à lavaleur seuil du test de Ryan et Joiner [1976℄, égale à 0,992 pour un niveau designi�
ation de 0,05, 
e qui 
on�rme bien le 
ara
tère non normal des résidus.Le graphique des résidus en fon
tion des valeurs estimées montre que lavarian
e des résidus augmente ave
 la valeur estimée. Le test de Breus
h etPagan, réalisé en prenant les valeurs estimées des taux de 
roissan
e 
ommevariable expli
ative dans le modèle de varian
e, donne la valeur �2obs = 21; 7.Cette valeur étant très nettement plus grande que �20;95 = 3; 84, on rejette in-dis
utablement l'hypothèse d'homos
édasti
ité.En�n, le test d'adéquation du modèle proposé par Minitab révèle l'inadéqua-tion du modèle due, notamment, à la non-linéarité de la variable VULG.
4.2. Transformations de variablesDans la mesure où la non-normalité et l'inégalité de varian
es sont très mar-quées, une transformation de la variable à expliquer semble tout à fait indiquée.Nous allons re
her
her la valeur de � de la transformation de Box et Cox,d'abord par la méthode du maximum de vraisemblan
e et ensuite par la mé-thode d'Atkinson, a�n d'illustrer, de manière 
on
rète, les deux appro
hes.26



Dans la pratique, on se limite le plus souvent à une seule méthode.La moyenne géométrique de la variable à expliquer est égale :�yg = exp" 1162 162Xi=1 loge yi# = exp(0; 35573) = 1; 4264 :Pour la méthode du maximum de vraisemblan
e, il faut 
al
uler la variablew, pour une valeur donnée de �. Considérons, à titre d'illustration, le 
as oùyi = 1; 50 et � = 2. Pour 
ette observation, on a :wi = (y�i � 1)=� �y��1g = (1; 502 � 1)=(2) (1; 4264) = 0; 4382 :Pour � = 2, la régression de wi en fon
tion des trois variables expli
atives,VULG, UGB86 et VACTIFS, 
onduit à une somme des 
arrés des é
arts rési-duelle égale à 264,025. Le logarithme de la vraisemblan
e est par 
onséquentégal à : L(2) = �n2 loge SCEr = �1622 loge 264; 025 = �451; 7 :La vraisemblan
e a été 
al
ulée pour les di�érentes valeurs de � 
omprises entre�2 et 2, par pas de 0,05. Le maximum de 
ette fon
tion se situe en � = 0; 00 etvaut �323; 4. L'intervalle de 
on�an
e de � 
orrespond à l'ensemble des valeurspour lesquelles :L(�) > L(0; 00)� 0; 5�21�� = �323; 4� (0; 5)(3; 84) = �325; 3 ;soit approximativement : �0; 20 < � < 0; 20 :En estimant � par la méthode du maximum de vraisemblan
e, on 
on
lutdon
 qu'il y a lieu d'e�e
tuer une transformation logarithmique du taux de
roissan
e.Pour déterminer � par la méthode d'Atkinson, il faut 
al
uler la variableg. Pour yi = 1; 50, par exemple, on trouve :gi = yi[loge (yi=�yg)� 1℄ + [loge �yg + 1℄= 1; 50[loge (1; 50=1; 4264)� 1℄ + [loge 1; 4264+ 1℄ = �0; 0694:Le 
al
ul de la régression multiple de y fon
tion des trois variables expli
ativeset de g donne, 
omme 
oe�
ient de 
ette variable g :b� = 1; 332 :Le 
oe�
ient étant signi�
ativement di�érent de zéro (tobs = 14; 1), on 
on
lutque � est signi�
ativement di�érent de l'unité, la valeur estimée étant égale à :b� = 1� b� = 1� 1; 333 = �0; 332 :27



Pour 
et exemple, les deux méthodes de détermination de � donnent des ré-sultats numériques légèrement di�érents : la méthode du maximum de vraisem-blan
e indique 
lairement l'opportunité d'une transformation logarithmique etla méthode d'Atkinson propose une transformation moins habituelle, mais pasfondamentalement en 
ontradi
tion ave
 une transformation logarithmique. En
on
lusion, il semble bien qu'une transformation logarithmique puisse résoudrele problème de la non-normalité et de l'hétéros
édasti
ité des résidus.Pour véri�er l'intérêt des transformations de variables expli
atives, la mé-thode de Box et Tidwell a été appliquée. Les variables suivantes ont été 
al-
ulées : zj = xj loge xj (j = 1; : : : ; 3)et la régression multiple de loge y en fon
tion des trois variables expli
ativesinitiales x1, x2 et x3 et des variables 
onstruites z1, z2 et z3 a été 
al
ulée. Parmi
es dernières, seule la variable z1 est signi�
ative (tobs = �5; 6). On 
on
lut don
qu'il n'y a pas lieu de pro
éder à une transformation des variables x2 et x3. Par
ontre, une transformation de x1 peut être re
ommandée.A partir des deux équations suivantes :loge y = 0; 4070+ 0; 01741x1 � 0; 009019x2� 0; 001729x3etloge y = 0; 01725+0; 1355x1�0; 009198x2�0; 001421x3�0; 02988x1 (loge x1) ;on trouve : b� = b
b� + 1 = �0; 029880; 01741 + 1 = �0; 716 :Cette valeur est une première estimation de la puissan
e à laquelle il faudraitélever la variable x1. Nous la notons b�1.A partir des deux équations suivantes :loge y = 0; 9236� 0; 8315x�0;7161 � 0; 009433x2 � 0; 001667x3et loge y = 1; 4064� 1; 2489x�0;7161 � 0; 009128x2� 0; 001477x3+1; 4978x�0;7161 �loge x�0;7161 � ;on obtient : b�02 = 1; 4978�0; 8315 + 1 = �0; 801et b�2 = b�1 b�02 = (�0; 716) (�0; 801) = 0; 574 :En 
ontinuant les 
al
uls, on trouve, pour les itérations suivantes :b�3 = �0; 162 ; b�4 = 0; 0842 ; b�5 = 0; 0341 ; et
 :A partir de la quatrième itération, les résultats sont relativement stables et le
oe�
ient 
 est non signi�
atif. La valeur obtenue pour le paramètre � est don
pro
he de zéro et on 
on
lut à l'intérêt de la transformation logarithmique de lavariable VULG. 28
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Figure 3. Examen des résidus du modèle �nal par la 
ommande %RESPLOTSde Minitab.
4.3. Modèle finalLe modèle retenu s'é
rit don
 :loge y = b�0 + b�1 loge x1 + b�2 x2 + b�3 x3et les résultats de l'analyse des résidus par la 
ommande %RESPLOTS de Mi-nitab sont données dans la �gure 3.Du point de vue des 
onditions d'appli
ation, 
e modèle est satisfaisant.La 
orrélation entre les s
ores normaux et les résidus standardisés est égale à0,9965. La valeur seuil étant approximativement égale à 0,992, au niveau 0,05,on a

epte l'hypothèse de normalité des résidus. Pour le test de Breus
h etPagan, réalisé en prenant les valeurs estimées des logarithmes des taux 
ommevariable expli
ative dans le modèle de varian
e, on a �2obs = 1; 2 et on a

eptel'hypothèse d'homos
édasti
ité. En�n, le test d'adéquation proposé par Minitabne signale au
une tra
e d'inadéquation du modèle.A titre de 
omparaison, le tableau 1 donne le 
oe�
ient de 
orrélation entreles s
ores normaux et les résidus standardisés, la valeur �2obs relative au test deBreus
h et Pagan, ainsi que le 
oe�
ient de détermination multiple pour lemodèle initial, pour le modèle �nal ainsi que pour deux autres modèles. Pour lepremier de 
es deux modèles, au
une transformation des variables expli
ativesn'a été faite, alors que pour le se
ond, au 
ontraire, les trois variables expli
a-tives ont été soumises à une transformation logarithmique. On 
onstate qu'après29



Tableau 1. Résultats du test de Ryan et Joiner (rsn), du test de Breus
h etPagan (�2obs), du test d'adéquation du modèle proposé par Minitab et valeurR2 pour di�érents modèles (NS : test non signi�
atif au niveau 0,05; * : testsigni�
atif au niveau 0,05; ** : test signi�
atif au niveau 0,01; *** : test signi�
atifau niveau 0,001).Variables à Variablesexpliquer expli
atives rsn �2obs Adéquation R2TAUX VULG, UGB86,VACTIFS 0,961** 21,7*** *** 34,4loge TAUX loge VULG,UGB86, VACTIFS 0,996 NS 1,2 NS NS 52,9loge TAUX VULG, UGB86,VACTIFS 0,997 NS 0,0 NS *** 45,1loge TAUX loge VULG,loge UGB86,loge VACTIFS 0,995 NS 0,0 NS * 51,0transformation logarithmique de la variable à expliquer les résidus peuvent être
onsidérés 
omme normaux et de varian
e 
onstante, que les variables expli
a-tives aient subi ou non une transformation logarithmique.Les di�éren
es entre les trois derniers modèles se marquent sur la qualité desajustements, mesurée par le 
oe�
ient R2 ajusté : après transformation de la va-riable VULG uniquement, le modèle est un peu meilleur qu'après transformationdes trois variables et nettement meilleur que le modèle sans transformation desvariables expli
atives. Il faut noter que la 
omparaison des valeurs R2 peut sefaire, de manière valable, uniquement si on 
ompare les trois derniers modèles,pour lesquels la variable à expliquer est identique.Les résultats des tests d'adéquation des modèles proposés par Minitab 
on�rmela supériorité du modèle retenu sur les autres modèles.En�n, on a véri�é qu'au
un résidu n'est anormal et qu'au
une donnée n'estparti
ulièrement in�uente, le plus grand résidu standardisé, ti, est en e�et égalà 2,60, alors que la valeur théorique vaut :t1��=2n = t0;9998 = 3; 7 ;et la plus grande distan
e de Cook, égale à 0,23, est largement inférieure àl'unité, valeur au-delà de laquelle une attention parti
ulière doit être a

ordéeaux observations [Weisberg, 1985℄.
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5. CONCLUSIONSDans les paragraphes pré
édents, de nombreux outils ont été dé
rits pourvéri�er le respe
t des 
onditions d'appli
ation des modèles de régression. Cesoutils sont graphiques ou numériques et dans le se
ond 
as, il s'agit du 
al
ul deparamètres, éventuellement asso
iés à des tests statistiques.Les méthodes graphiques ont l'avantage de donner une vision plus globaledu problème, par la mise en éviden
e de données parti
ulières ou anormales,sus
eptibles d'in�uen
er fortement les valeurs obtenues pour les paramètres. Par
ontre, les représentations graphiques se prêtent moins bien aux 
omparaisonsde plusieurs modèles, par exemple pour appré
ier l'amélioration du respe
t des
onditions d'appli
ation à la suite de la transformation d'une variable. Les para-mètres présentent l'avantage de la 
on
ision et les tests statistiques permettentla prise de dé
ision sur une base plus obje
tive, pour autant qu'ils soient su�-samment exa
ts.Les méthodes dé
rites pour la véri�
ation des 
onditions d'appli
ation ne
onstituent d'ailleurs pas un relevé exhaustif des outils disponibles dans la lit-térature. Elles ont toutes leurs parti
ularités. L'e�ort qu'un utilisateur est prêtà 
onsa
rer lors de l'analyse des résultats dépend sans doute des 
ir
onstan
es,mais le plus souvent il 
hoisira un nombre limité de méthodes en fon
tion, notam-ment, de ses préféren
es et des fa
ilités o�ertes par les logi
iels dont il dispose.A 
e sujet, il faut signaler aussi que la multipli
ation des tests sur un mêmeensemble de données augmente le risque global de première espè
e.Pour analyser l'exemple du paragraphe 4, nous avons utilisé le test basé surles s
ores normaux pour la normalité, le test �2 de Breus
h et Pagan pourl'homos
édasti
ité et le test proposé par Minitab pour l'adéquation du modèle.Ces tests ont été 
omplétés par l'examen des divers graphiques des résidus dela pro
édure %RESPLOT de Minitab. D'autres paramètres ont été 
al
ulés etplusieurs autres graphiques ont été établis. Les résultats obtenus, qui ne sontpas repris dans 
ette note, 
on�rment les 
ommentaires qui ont été faits.A propos des transformations de variables, les méthodes dé
rites pour la re-
her
he de � (paragraphe 3.2) et � (paragraphe 3.4) 
onstituent des méthodesobje
tives et générales de re
her
he des transformations. Comme le signalentDraper et Smith [1998℄, le fait qu'une méthode générale d'analyse existe nesigni�e pas qu'elle doit être utilisée dans tous les 
as. Souvent une représenta-tion graphique révèle 
lairement la né
essité d'une transformation, telle que latransformation logarithmique ou la transformation inverse. Ainsi, pour l'exempledu paragraphe 4, la transformation logarithmique est la transformation qu'unutilisateur quelque peu expérimenté aurait proposé sur la base des diagrammesde dispersion de la �gure 1. L'estimation de � ne fait que 
on�rmer 
e 
hoix apriori. Pour les variables expli
atives le 
hoix a priori d'une transformation estsans doute moins évident.Une 
ertaine 
ontroverse existe également à propos des 
onséquen
es de l'es-timation du paramètre � sur l'inféren
e statistique. Certains auteurs estimentqu'il faut tenir 
ompte du fait que � a été estimé; d'autres, au 
ontraire, 
onsi-31



dèrent que, une fois le paramètre � estimé, l'inféren
e 
lassique peut être pour-suivie normalement. Des référen
es bibliographiques à 
e sujet sont données parWeisberg [1985℄.Dans le 
as de transformations, la véri�
ation des 
onditions d'appli
ationdoit se faire sur les données transformées. Ainsi, pour une transformation loga-rithmique par exemple, les résidus qui doivent répondre aux 
onditions d'appli-
ation, éventuellement après standardisation, sont les quantités :ei = log yi � dlog yi ;dlog yi étant l'estimation de log yi donnée par le modèle. Par la transformationexponentielle, on peut évidemment obtenir byi et 
al
uler les résidus (yi � byi).Ceux-
i ne feront 
ependant pas l'objet d'une étude parti
ulière du point de vuede la normalité, de l'hétéros
édasti
ité, de la présen
e de données anormales,et
.Par 
ontre, on ne peut pas, en général, 
omparer dire
tement les valeurs R2obtenues pour des ajustements faisant intervenir diverses transformations de lavariable à expliquer. Une solution est de re
al
uler dans 
e 
as la valeur R2 aprèsretour dans l'espa
e initial, selon la formule proposée par Kvalseth [1985℄ :R2 = 1� " nXi=1(yi � byi)2#�" nXi=1(yi � �y)2# :L'examen dire
t des valeurs de R2 obtenues après transformation permet 
epen-dant de 
omparer des modèles pour lesquels la variable à expliquer est identique,
omme nous l'avons fait lors de la 
omparaison des trois derniers modèles reprisdans le tableau 1.
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