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L’ANALYSE DE LA VARIANCE MULTIVARIÉE

ET L’ANALYSE CANONIQUE DISCRIMINANTE :

PRINCIPES ET APPLICATIONSR. Palm �
RÉSUMÉCette note dé
rit les prin
ipes de l'analyse de la varian
e multivariée et del'analyse 
anonique dis
riminante. Les méthodes sont illustrées par deux appli-
ations numériques.

SUMMARYThis note des
ribes the prin
iples of multivariate analysis of varian
e and of
anoni
al dis
riminant analysis. The methods are illustrated by two examples.
1. INTRODUCTIONL'analyse de la varian
e multivariée 1 est une extension naturelle de l'analysede la varian
e univariée au 
as où plusieurs variables quantitatives ont été ob-servées simultanément sur les mêmes objets (par
elles, individus, unités expéri-mentales). Par rapport à une série d'analyses univariées indépendantes, l'analysemultivariée prend en 
ompte les 
orrélations qui existent très souvent entre lesvariables étudiées.L'analyse 
anonique dis
riminante, appelée aussi analyse fa
torielle dis
rimi-nante 2, 
onstitue un 
omplément logique de l'analyse de la varian
e multivariée,dans la mesure où elle a 
omme obje
tif de dé
rire les di�éren
es liées aux fa
-teurs étudiés, du moins lorsque de telles di�éren
es existent. Cette analyse nedoit pas être 
onfondue ave
 l'analyse dis
riminante dé
isionnelle 3 dont l'obje
-tif est de dé�nir une règle d'a�e
tation permettant de 
lasser un individu donné�Chargé de 
ours asso
ié à la Fa
ulté universitaire des S
ien
es agronomiques de Gembloux.1. En anglais : multivariate analysis of varian
e, MANOVA.2. En anglais : 
anoni
al dis
riminant analysis, des
riptive dis
riminant analysis.3. En anglais : predi
tive dis
riminant analysis.1



dans un groupe parti
ulier, parmi plusieurs groupes préalablement dé�nis. Unenote te
hnique a été 
onsa
rée à 
e sujet [Palm, 1999℄ et nous verrons les liensqui peuvent exister, dans 
ertaines situations, entre 
es deux problèmes.Nous examinerons d'abord le 
as d'un seul fa
teur étudié. Nous présente-rons l'analyse de la varian
e (paragraphe 2) et l'analyse 
anonique dis
rimi-nante (paragraphe 3). Nous envisagerons alors le problème de la séle
tion etde la hiérar
hisation des variables (paragraphe 4). Le paragraphe 5 sera ensuite
onsa
ré à une généralisation des analyses aux 
as où plusieurs fa
teurs sont étu-diés. En�n, nous terminerons par quelques informations 
omplémentaires (para-graphe 6).Les diverses notions présentées seront illustrées par des exemples numériquestraités par le logi
iel SAS prin
ipalement. Di�érentes �gures proviennent desdo
uments générés par les pro
édures ANOVA, CANDISC, DISCRIM et STEP-DISC de 
e logi
iel.Des présentations de l'analyse de la varian
e multivariée et de l'analyse 
a-nonique dis
riminante peuvent être trouvées dans la plupart des livres générauxrelatifs à l'analyse multivariée. L'ouvrage de Huberty [1994℄, 
onsa
ré aux deuxaspe
ts de l'analyse dis
riminante évoqués 
i-dessus (analyse 
anonique dis
ri-minante et analyse dé
isionnelle), peut être parti
ulièrement re
ommandé, demême que la note de Tomassone [1988℄.
2. ANALYSE DE LA VARIANCE À UN CRITÈRE

2.1. Décomposition des sommes de carrés et de produits d’écartsLe prin
ipe de l'analyse de la varian
e univariée à un 
ritère est de diviser lasomme des 
arrés des é
arts totale en deux parties qui sont la somme des 
arrésdes é
arts fa
torielle et la somme des 
arrés des é
arts résiduelle :SCEt = SCEf + SCEe :Pour tester l'hypothèse d'égalité des moyennes des g groupes :H0 : m1 = m2 = : : : = mg ;on détermine le rapport suivant :Fobs = SCEf=(g � 1)SCEe=(n� g) ;qui, à une 
onstante près, est le rapport de la somme des 
arrés des é
artsfa
torielle à la somme des 
arrés des é
arts résiduelle. Dans 
ette relation, gest le nombre de moyennes 
omparées, et n est la somme des e�e
tifs des gé
hantillons : n = gXi=1 ni :2



Un autre 
ritère, appelé rapport de 
orrélation ou 
oe�
ient de 
orrélationnon linéaire et souvent désigné par R2, est dé�ni de la manière suivante [Da-gnelie 1998℄ : R2 = SCEf= (SCEf + SCEe) :Ce paramètre donne la proportion de la somme des 
arrés des é
arts totale quiest attribuée au groupement en g 
lasses. Il est dire
tement lié à Fobs, puisque :R2 = (g � 1)Fobs(g � 1)Fobs + (n� g) ;et il pourrait être utilisé pour testerH0, au même titre que Fobs. Sous l'hypothèsenulle, sa distribution est liée aux distributions bêta [Huberty, 1994℄.Le prin
ipe de l'analyse univariée peut être étendu au 
as de p variables.L'équation fondamentale de l'analyse de la varian
e s'é
rit alors :T = H + E ,T,H et E étant les matri
es de sommes de 
arrés d'é
arts et de sommes deproduits d'é
arts. T est la matri
e totale, H est la matri
e fa
torielle et Eest la matri
e résiduelle. En parti
ulier, l'élément jj de 
ha
une des matri
es
orrespond à la somme des 
arrés des é
arts totale, à la somme des 
arrés desé
arts fa
torielle et à la somme des 
arrés des é
arts résiduelle de l'analyse de lavarian
e univariée, relative à la variable j(j = 1; : : : ; p).Di�érents 
ritères permettant de tester l'égalité des ve
teurs de moyennessont dé�nis à partir des matri
es H et E, 
omme nous le verrons au paragraphesuivant.A�n d'illustrer les prin
ipes qui viennent d'être présentés, nous reprenonsl'exemple initialement étudié par Fisher [1936℄, 
on
ernant des observationsrelatives à trois espè
es d'iris (Iris setosa, Iris versi
olor et Iris virgini
a). Cetexemple avait déjà été retenu pour illustrer, dans une note antérieure, les prin-
ipes de l'analyse dis
riminante dé
isionnelle [Palm, 1999℄. Les données 
om-plètes se trouvent, notamment, dans Hand et al. [1994℄, Kendall et al. [1983℄et dans la do
umentation SAS [SAS, 1989℄. Quatre variables ont été observéessur 50 �eurs de 
ha
une des espè
es :� PLONG : longueur des pétales (en 
m),� PLARG : largeur des pétales (en 
m),� SLONG : longueur des sépales (en 
m),� SLARG : largeur des sépales (en 
m).Le tableau 1 donne la moyenne et l'é
art-type des variables pour 
haque es-pè
e. Les données de départ sont présentées ave
 une dé
imale. Toutefois, pourassurer une meilleure 
on
ordan
e des valeurs numériques obtenues manuelle-ment ave
 
elles obtenues par les logi
iels, nous avons volontairement laissé, dans3



Tableau 1. Moyennes et, entre parenthèses, é
arts-types des quatre variablespour les trois espè
es d'iris.Variables setosa versi
olor vigini
aPLONG 1,462 (0,174) 4,260 (0,470) 5,552 (0,552)PLARG 0,246 (0,105) 1,326 (0,198) 2,026 (0,275)SLONG 5,006 (0,352) 5,936 (0,516) 6,588 (0,634)SLARG 3,428 (0,379) 2,770 (0,314) 2,974 (0,322)le tableau 1, des dé
imales non signi�
atives. La �gure 1 donne les tableaux desanalyses de la varian
e univariées. On 
onstate que les probabilités asso
iées auxvaleurs Fobs sont toutes très faibles, 
e qui nous permet de 
on
lure à l'existen
ede di�éren
es importantes entre les espè
es pour 
ha
une des variables.D'une manière générale, on se rappellera qu'avant de tirer les 
on
lusions, ilfaut véri�er les 
onditions d'appli
ation de l'analyse de la varian
e : les é
hantil-lons doivent être aléatoires, simples et indépendants et les populations doiventêtre normales et de même varian
e. Pour l'exemple 
onsidéré, on peut supposerqu'e�e
tivement les é
hantillons ont été prélevés de manière aléatoire et simpleet indépendamment d'une population à l'autre. Par 
ontre, le 
ara
tère normaldes populations n'est pas véri�é, pour toutes les 
ombinaisons variables-espè
es,sur la base du test de Shapiro etWilk proposé par SAS [SAS, 1989℄. Toutefois,on peut 
onsidérer que 
ette 
ondition d'appli
ation est assez se
ondaire dans 
etexemple, 
ompte tenu de l'e�e
tif élevé des é
hantillons. De même, l'hypothèsed'égalité des varian
es est rejetée sur la base du test de Bartlett pour troisvariables (PLONG, PLARG, SLONG). Mais, i
i aussi, l'analyse de la varian
eest robuste vis-à-vis de l'hétéros
édasti
ité, 
ar les e�e
tifs sont 
onstants.En�n, on notera aussi que les di�éren
es de moyennes, du moins pour les
ara
téristiques des pétales, sont à 
e point importantes qu'un test statistiqueest pratiquement super�u.La �gure 2 donne les matri
es fa
torielle et résiduelle des sommes des 
arréset des produits des é
arts. On peut véri�er que les éléments diagonaux de 
esmatri
es 
orrespondent bien aux sommes des 
arrés des é
arts fa
torielles etrésiduelles des tableaux d'analyse de la varian
e repris dans la �gure 1.
2.2. Différents tests d’égalité des moyennesPour tester de façon rigoureuse l'égalité de plusieurs ve
teurs de moyennes, ilfaut que 
ertaines 
onditions soient remplies. Ces 
onditions sont des extensionsnaturelles des 
onditions d'appli
ation de l'analyse de la varian
e univariée : ilfaut que les é
hantillons soient aléatoires, simples et indépendants et il faut queles g populations aient des distributions multinormales à p dimensions, de mêmematri
e de varian
es et 
ovarian
es :�1 = �2 = : : : = �g = � :4



General Linear Models Pro
edureDependent Variable: PLONG LONGUEUR DES PETALES (CM)Sour
e DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > FModel 2 437.10280000 218.55140000 1180.16 0.0001Error 147 27.22260000 0.18518776Corre
ted Total 149 464.32540000Dependent Variable: PLARG LARGEUR DES PETALES (CM)Sour
e DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > FModel 2 80.41333333 40.20666667 960.01 0.0001Error 147 6.15660000 0.04188163Corre
ted Total 149 86.56993333Dependent Variable: SLONG LONGUEUR DES SEPALES (CM)Sour
e DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > FModel 2 63.21213333 31.60606667 119.26 0.0001Error 147 38.95620000 0.26500816Corre
ted Total 149 102.16833333Dependent Variable: SLARG LARGEUR DES SEPALES (CM)Sour
e DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > FModel 2 11.34493333 5.67246667 49.16 0.0001Error 147 16.96200000 0.11538776Corre
ted Total 149 28.30693333Figure 1. Analyses de la varian
e univariées.5



E = Error SS&CP MatrixPLONG PLARG SLONG SLARGPLONG 27.2226 6.2718 24.6246 8.1208PLARG 6.2718 6.1566 5.645 4.8084SLONG 24.6246 5.645 38.9562 13.63SLARG 8.1208 4.8084 13.63 16.962H = Type III SS&CP Matrix for ESPECEPLONG PLARG SLONG SLARGPLONG 437.1028 186.774 165.2484 -57.2396PLARG 186.774 80.413333333 71.279333333 -22.93266667SLONG 165.2484 71.279333333 63.212133333 -19.95266667SLARG -57.2396 -22.93266667 -19.95266667 11.344933333Figure 2. Matri
e résiduelle et matri
e fa
torielle des sommes de 
arrés et deproduits d'é
arts.L'importan
e de 
es 
onditions et la manière de les véri�er seront dis
utéesau paragraphe 6.1.Lorsque 
es 
onditions d'appli
ation sont remplies, di�érents 
ritères ont étéproposés pour tester l'hypothèse nulle d'égalité des ve
teurs de moyennes :H0 :m1 =m2 = : : : =mg :Ces 
ritères font tous intervenir, d'une façon ou d'une autre, les matri
esH etE, qui ont été dé�nies au paragraphe pré
édent. Avant d'examiner 
es 
ritères eta�n de 
omprendre les liens entre 
eux-
i, nous pré
isons tout d'abord quelquespropriétés des matri
es H et E. Il s'agit de matri
es 
arrées symétriques, dedimensions p � p, p étant le nombre de variables prises en 
onsidération. Il enrésulte que : E�1H = HE�1 et H(H+E)�1 = (H+E)�1H :La matri
e E�1H, et don
 aussi la matri
eHE�1, possède s valeurs proprespositives, notées l1; l2; : : : ; ls, ave
 :s � min (p; g � 1) ;l'égalité étant véri�ée notamment lorsqu'il n'y a pas de 
olinéarité exa
te entreles variables, 
e qui est le 
as le plus fréquent.6



La matri
e H(H+E)�1, et don
 aussi la matri
e (H+E)�1H, possède éga-lement s valeurs propres positives, notées l01; l02; : : : ; l0s, liées aux valeurs propresde E�1H par la relation : l0i = li=(1 + li) :Les di�érents 
ritères que nous allons examiner sont fon
tion des valeurspropres li ou l0i.Le 
ritère le plus an
ien, probablement aussi le plus utilisé, est le rapport devraisemblan
e de WILKS 4 : �obs = jEjjH+Ej ;qui peut aussi s'é
rire :�obs = 1jE�1H+ Ij = sYi=1 (1=(li + 1)) = sYi=1(1� l0i) ;
ar un déterminant est égal au produit de ses valeurs propres et les valeurspropres de (E�1H+I) sont égales à li+1. Cette expression justi�e l'appellationtest du produit des valeurs propres, qui est également donnée au test deWilks.La première expression de �obs montre qu'il s'agit du rapport du déterminantde la matri
e résiduelle et du déterminant de la matri
e totale. Ce 
ritère est liéà la généralisation du 
ritère R2 dé�ni dans le 
as univarié. En e�et, pour uneseule variable, on a :�obs = SCEe=(SCEf + SCEe) = 1�R2 :On 
onstate que 
e 
ritère �obs est d'autant plus petit que les di�éren
es entreles moyennes des groupes sont importantes, puisque dans 
e 
as, jEj est petitpar rapport à jH + Ej ou, dans le 
as univarié, la somme des 
arrés des é
artsrésiduelle est petite par rapport à la somme des 
arrés des é
arts totale.Lorsque les 
onditions d'appli
ation sont véri�ées et si l'hypothèse nulle estvraie, �obs est une valeur observée d'une variable � deWilks, de paramètres p,k1 = g� 1 et k2 = n� g. On rejettera don
 l'hypothèse nulle lorsque �obs < ��,� étant le niveau de signi�
ation du test.Les variables deWilks jouent, dans le 
as multivarié, un r�le 
omparable auxvariables F de Fisher-Snede
or. Elles sont liées, de façon exa
te, aux variablesF lorsque p = 1 ou p = 2 (une ou deux variables prises en 
onsidération) oulorsque k = 1 ou k = 2 (deux ou trois groupes). Dans 
es 
as, on peut don
transformer la valeur �obs en une valeur Fobs et 
omparer 
ette valeur Fobs àF1��. Les formules de passage sont données, notamment, par Dagnelie [1975℄.Lorsqu'on ne se trouve pas dans les di�érents 
as évoqués 
i-dessus (p =1 ou p = 2 ou k = 1 ou k = 2), les probabilités relatives aux variables deWilks peuvent être 
al
ulées, de façon appro
hée, à l'aide des distributions4. En anglais : WILKS (lambda) 
riterion, likelihood ratio test.7



�2 [Dagnelie 1975; Huberty 1994). Une autre approximation, basée sur lesdistributions F , a été proposée par Rao [1952℄. Cette dernière approximationest 
elle retenue dans les logi
iels Minitab et SAS, par exemple.En pratique don
, le test de Wilks 
onduit à une valeur �obs, qui est trans-formée en une valeur Fobs, par une relation exa
te ou approximative, et 
ettedernière valeur est 
omparée à la valeur F1��, ou, 
e qui est équivalent, la pro-babilité : prob = P(F > Fobs) ;est 
omparée au niveau de signi�
ation �. On rejette l'hypothèse d'égalité desve
teurs de moyennes si 
ette probabilité est inférieure à �.Le test de Pillai, ou de Bartlett-Pillai, utilise 
omme 
ritère la tra
e dela matri
eH(H+E)�1 ou de la matri
e (H+E)�1H, 
'est-à-dire aussi la sommedes valeurs propres de 
ette matri
e. Une transformation de 
ette tra
e possèdeapproximativement une distribution F , lorsque l'hypothèse nulle est vraie.Le test de Hotelling-Lawley est basé sur la somme des valeurs propresde E�1H ou de HE�1, dont la distribution, lorsque l'hypothèse nulle est vraie,est aussi liée, de manière appro
hée, à une distribution F .Le 
ritère de Roy est la plus grande valeur propre, l01, de H(H + E)�1 ou,
e qui revient au même, la plus grande valeur propre, l1, de E�1H, puisque 
esdeux valeurs sont liées par une relation exa
te :l01 = l1=(1 + l1) :Des tables spé
iales sont né
essaires pour l'utilisation de 
e 
ritère. Des infor-mations à 
e sujet sont données par Dagnelie [1975℄. Minitab et SAS utilisentla valeur propre l1 et SAS donne une valeur Fobs, qui est une transformation del1. Le test de Roy, qui ne prend en 
ompte que la première valeur propre, estanalogue à une analyse de la varian
e univariée, réalisée sur la première variable
anonique [Huberty, 1994℄. La dé�nition et l'étude des variables 
anoniquesferont l'objet du paragraphe suivant. A 
ette o

asion, on 
omprendra que l'uti-lisation du test de Roy ne se justi�e que si la première valeur propre de E�1Hest largement supérieure à toutes les autres valeurs propres.L'utilisateur dispose don
 de plusieurs 
ritères permettant de tester l'hypo-thèse nulle et 
es 
ritères sont transformés en une valeur Fobs. Les formulesde 
onversion des 
ritères vers les variables F sont données notamment parHuberty [1994℄, SAS [1989℄ et X [1994℄. Sauf dans le 
as parti
ulier où s = 1,
'est-à-dire où p = 1 et/ou g = 2, les variables F prises en 
onsidération n'ontpas des degrés de liberté identiques et les probabilités asso
iées à 
es tests sontdi�érentes.Au
un de 
es tests ne peut être 
onsidéré 
omme uniformément le plus puis-sant et au
un test ne peut être re
ommandé, de manière systématique, de préfé-ren
e aux autres [Dagnelie, 1975℄. Rappelons simplement que le test deWilksest le plus populaire [Huberty, 1994℄. 8



Manova Test Criteria and F Approximations for the Hypothesisof no Overall ESPECE Effe
tH = Type III SS&CP Matrix for ESPECE E = Error SS&CP MatrixS=2 M=0.5 N=71Statisti
 Value F Num DF Den DF Pr > FWilks' Lambda 0.0234386 199.145 8 288 0.0001Pillai's Tra
e 1.1918988 53.466 8 290 0.0001Hotelling-Lawley Tra
e 32.4773202 580.532 8 286 0.0001Roy's Greatest Root 32.1919292 1166.957 4 145 0.0001NOTE: F Statisti
 for Roy's Greatest Root is an upper bound.NOTE: F Statisti
 for Wilks' Lambda is exa
t.Figure 3. Critères multivariés utilisés pour les tests d'égalité des moyennes.Pour l'exemple des trois espè
es d'iris 
ara
térisés par quatre variables, lamatri
e E�1H possède deux valeurs propres non nulles :l1 = 32; 1919 et l2 = 0; 2854 ;et, par 
onséquent, les valeurs propres de H(H+E)�1 sont égales à :l01 = 32; 191933; 1919 = 0; 96987 et l02 = 0; 28541; 2854 = 0; 22203 :A partir de 
es valeurs propres, on peut retrouver, aux erreurs d'arrondisprès, les di�érents 
ritères dé�nis 
i-dessus et repris dans la �gure 3 :�obs = (1� 0; 96987)(1� 0; 22203) = 0; 02344 (lambda de Wilks) ;trH(H+E)�1 = 0; 96987+ 0; 22203 = 1; 1919 (tra
e de Bartlett-Pillai) ;trE�1H = 32; 1919+ 0; 2854 = 32; 4773 (tra
e de Hotelling-Lawley) ;l1 = 32; 1919 (plus grande valeur propre de Roy) :La �gure 3 donne également les valeurs Fobs ave
 les degrés de liberté 
orres-pondants et la probabilité asso
iée, pour 
ha
un des quatre tests. Pour le test deWilks, la transformation de �obs en Fobs est une transformation exa
te, 
ar onse trouve dans le 
as de la 
omparaison de trois populations (k1 = 2). Les quan-tités S, M et N reprises dans la �gure 3 interviennent dans le 
al
ul des valeursFobs pour les di�érents tests. Leur dé�nition est donnée dans SAS [1989℄.Pour 
et exemple, les quatre tests 
onduisent indis
utablement au rejet del'hypothèse nulle d'égalité des ve
teurs de moyennes.9



On notera que, 
omme dans le 
as des analyses de la varian
e univariées,les 
onditions d'appli
ation de l'analyse de la varian
e multivariée ne sont pasremplies. Le 
ara
tère non normal de 
ertaines distributions marginales signaléau paragraphe 2.1 ex
lut le 
ara
tère normal à quatre dimensions. De même,l'inégalité des varian
es des variables prises individuellement (paragraphe 2.1)ex
lut l'égalité des matri
es de varian
es et 
ovarian
es. Le test multivarié d'éga-lité des matri
es de varian
es et 
ovarian
es, qui sera mentionné au paragraphe6.1, 
onduit d'ailleurs au rejet de l'hypothèse nulle. Le non-respe
t des 
onditionsd'appli
ation nous paraît 
ependant d'une importan
e se
ondaire, d'une part, enraison de la taille élevée et identique des é
hantillons et, d'autre part, en raisonde l'importan
e des di�éren
es observées entre les moyennes des é
hantillons.
2.3. Importance du facteur étudiéPour l'analyse de la varian
e univariée, nous avons déjà signalé que le rap-port : R2 = SCEf=(SCEf + SCEe) ;est une mesure de l'intensité de la liaison qui existe entre la variable qui faitl'objet de l'étude et la variable qui dé�nit le groupement en 
lasses (paragraphe2.1).Nous avons vu également que le 
ritère �obs de Wilks est lié à une généra-lisation au 
as multivarié du 
oe�
ient R2 (paragraphe 2.2) :R2 = 1� �obs :D'autres 
oe�
ients, appelés indi
es d'asso
iation 5, sont proposés dans la lit-térature pour quanti�er l'importan
e du fa
teur étudié sur les variables prises en
onsidération. Ainsi, en relation ave
 le 
ritère de Wilks, on dé�nit le
ritère �2 : �2 = 1� �1=sobs ;s étant le minimum de p et g � 1. Le 
oe�
ient �2 est dérivé du 
ritère deHotelling-Lawley : �2 = trE�1Hs+ trE�1H ;tandis que le 
oe�
ient �2 est dérivé du 
ritère de Bartlett-Pillai :�2 = trH(H+E)�1s :Lorsque s = 1, 
'est-à-dire lorsque p = 1 ou g = 2, les quatre indi
es d'asso-
iation sont égaux. Par 
ontre, dans les autres situations, ils ne le sont pas.Comme pour le 
oe�
ient de détermination multiple en régression, on peutajuster les 
oe�
ients d'asso
iation, de manière à obtenir des estimateurs moinsbiaisés. Pour R2, on a par exemple [Huberty, 1994)℄ :R2a = R2 � p2 + (g � 1)2n (1�R2) ;5. En anglais : indi
es of asso
iation, e�e
t-size indi
es.10



et, en remplaçant su

essivement R2 par les autres indi
es, on obtient les valeursajustées de 
es autres indi
es.En pratique, le 
hoix d'un indi
e d'asso
iation dépend, dans une 
ertainemesure, du 
hoix du 
ritère utilisé pour tester l'égalité des ve
teurs des moyennes.L'utilisateur qui donne la préféren
e au test de Pillaimesurera l'asso
iation parle paramètre �2; 
elui qui donne la préféren
e au test de Hotelling-Lawleymesurera l'asso
iation par le paramètre �2. Par 
ontre, un 
ertain 
hoix subsistepour l'utilisateur du test de Wilks (R2 ou �2).A titre d'illustration, les valeurs des quatre indi
es d'asso
iation sont lessuivantes, pour l'exemple des iris :R2 = 1� 0; 0234 = 0; 9766 ;�2 = 1� 0; 02341=2 = 0; 8470 ;�2 = 32; 4773=(2+ 32; 4773) = 0; 9420 ;�2 = 1; 1919=2 = 0; 5960 :
2.4. Comparaison de moyennes deux à deux et autres contrastesLes 
omparaisons de moyennes deux à deux peuvent être faites par l'intermé-diaire des 
arrés des distan
es de Mahalanobis :b�2hl = (�xh � �xl)0 b��1(�xh � �xl) ;ave
 : b� = 1(n� g)E :b� est la matri
e des varian
es et 
ovarian
es résiduelle estimée et n est le nombretotal d'observations. La distan
e deMahalanobis est une mesure de la distan
eentre les moyennes des deux é
hantillons, qui tient 
ompte à la fois des disper-sions et des 
orrélations des di�érentes variables. Une justi�
ation de la formulede 
al
ul de 
ette distan
e est donnée, notamment, dans Palm [1999℄.Si l'hypothèse nulle : H0 :mh =ml ;est vraie, et si les 
onditions d'appli
ation de l'analyse de la varian
e sont rem-plies, la transformation :Fobs = nh nl(n� g � p+ 1)p(nh + nl)(n� g) b�2hl ;est distribuée selon une variable F à p et n � g � p + 1 degrés de liberté. Onpeut, par 
onséquent, déterminer la probabilité asso
iée à 
ette valeur Fobs.Indépendamment des tests proprement dits, le 
al
ul des distan
es générali-sées deMahalanobis permet de se faire une idée de l'éloignement des di�érents
entres de gravité des groupes dans l'espa
e à p dimensions.Il faut noter que le test d'égalité de deux moyennes peut aussi être réalisé,de manière tout à fait équivalente, par l'intermédiaire des tests 
lassiques de11



l'analyse de la varian
e multivariée, à partir des matri
es E et H, la matri
eE étant la matri
e résiduelle basée sur les g groupes et la matri
e H étant lamatri
e fa
torielle basée sur les groupes h et l uniquement.D'autres 
ontrastes, plus 
omplexes, peuvent aussi être testés. Leur expres-sion générale est la suivante : � = gXi=1 
imi = 0 ;les 
i étant des 
onstantes telles que :gXi=1 
i = 0 :Les 
ontrastes sont testés par les tests 
lassiques de l'analyse de la varian
e,la matri
e H étant la matri
e des sommes des 
arrés des é
arts et des sommesdes produits des é
arts asso
iée au 
ontraste.Lors de la réalisation de 
omparaisons multiples de moyennes, il ne faut pasperdre de vue que le risque global de première espè
e (rejet d'une hypothèsenulle vraie) peut être largement supérieur au risque nominal �xé à �. Il peut,dès lors, se justi�er d'utiliser, pour 
ha
une des 
 
omparaisons réalisées, unrisque de première espè
e �0 égal à :�0 = 1� (1� �)1=
 ' �=
 ;de manière à maintenir le risque global au niveau �.Quant aux 
oe�
ients d'asso
iation R2, �2, �2 et �2, ils peuvent être 
al
ulésà partir des di�érents 
ritères utilisés pour les tests de signi�
ation des 
ontrastesen question. On a, par exemple :R2 = 1� �obs ;�obs étant la variable de Wilks asso
iée au 
ontraste testé.A titre d'illustration, la �gure 4 donne les 
arrés des distan
es de Mahala-nobis, les valeurs Fobs 
orrespondantes et les probabilités asso
iées. Toutes 
esprobabilités sont très faibles (inférieures ou égales à 0,0001), et on peut 
on
lureque 
haque espè
e a un ve
teur de moyennes di�érent de 
elui des deux autresespè
es. Les 
arrés des distan
es montrent aussi que l'espè
e setosa est la plusdi�érente et que les espè
es versi
olor et virgini
a sont les moins di�érentes.Bien que 
ela ne présente sans doute au
un intérêt pratique dans le 
adre de
es données, nous allons illustrer la notion de 
ontraste en 
onsidérant l'hypo-thèse nulle : H0 : � = 2m1 �m2 �m3 = 0 ;qui 
onsiste à véri�er si l'espè
e setosa est di�érente des deux autres espè
es.12



Canoni
al Dis
riminant AnalysisPairwise Squared Distan
es Between Groups2 _ _ -1 _ _D (i|j) = (X - X )' COV (X - X )i j i jSquared Distan
e to ESPECEFromESPECE SETOSA VERSIC VIRGINSETOSA 0 89.86419 179.38471VERSIC 89.86419 0 17.20107VIRGIN 179.38471 17.20107 0F Statisti
s, NDF=4, DDF=144 forSquared Distan
e to ESPECEFromESPECE SETOSA VERSIC VIRGINSETOSA 0 550.18889 1098VERSIC 550.18889 0 105.31265VIRGIN 1098 105.31265 0Prob > Mahalanobis Distan
e forSquared Distan
e to ESPECEFromESPECE SETOSA VERSIC VIRGINSETOSA 1.0000 0.0001 0.0001VERSIC 0.0001 1.0000 0.0001VIRGIN 0.0001 0.0001 1.0000Figure 4. Carrés des distan
es de Mahalonobis entre les trois espè
es, valeursFobs et probabilités 
orrespondantes.
13



H = Contrast SS&CP Matrix for setosa / versi+virgiPLONG PLARG SLONG SLARGPLONG 395.3712 164.164 144.1888 -63.8288PLARG 164.164 68.163333333 59.869333333 -26.50266667SLONG 144.1888 59.869333333 52.584533333 -23.27786667SLARG -63.8288 -26.50266667 -23.27786667 10.304533333Manova Test Criteria and Exa
t F Statisti
s for the Hypothesis ofno Overall setosa / versi+virgi Effe
tH=Contrast SS&CP Matrix for setosa/versi+virgiE=Error SS&CP Matrix S=1 M=1 N=71Statisti
 Value F Num DF Den DF Pr > FWilks' Lambda 0.0327311 1063.871 4 144 0.0001Pillai's Tra
e 0.9672689 1063.871 4 144 0.0001Hotelling-Lawley Tra
e 29.5519688 1063.871 4 144 0.0001Roy's Greatest Root 29.5519688 1063.871 4 144 0.0001Figure 5. Matri
e fa
torielle H et 
ritères pour le test du 
ontraste � = 2m1 �m2 �m3 = 0.La �gure 5 donne la matri
e H relative à 
e 
ontraste. Les éléments de ladiagonale de 
ette matri
e s'obtiennent 
omme dans le 
as univarié :SCE� = " gXi=1 
i ni �xi#2� gXi=1 ni 
2i ;�xi étant la moyenne de l'é
hantillon i, relative à la variable en question et niétant l'e�e
tif de l'é
hantillon i.Pour la longueur des pétales, par exemple, on a, en reprenant les moyennesdonnées dans le tableau 1 :SCE� = 50[(2)(1; 462)� 4; 260� 5; 552℄2=(22 + 1 + 1) = 395; 3712 :Les éléments hors diagonale s'obtiennent d'une manière similaire :SPE� = " gXi=1 
i ni �xi#" gXi=1 
i ni �x0i#� gXi=1 ni
2i ;�xi et �x0i désignant les moyennes de l'é
hantillon i relatives aux deux variables
onsidérées. 14



Ainsi pour PLONG et PLARG, par exemple, on a :SPE� = 50[(2)(1; 462)� 4; 260� 5; 552℄[(2)(0; 246)� 1; 326� 2; 026℄=(22 + 1 + 1)= 164; 164 :A partir de la matri
eH de la �gure 5 et de la matri
eE de la �gure 2, on peut
al
uler la matri
e E�1H, dont l'unique valeur propre non nulle vaut 2,9254. Onpeut alors retrouver les 
ritères donnés dans la �gure 5, qui 
onduisent tous à lamême valeur Fobs. On rejette évidemment l'hypothèse de nullité du 
ontraste.
3. ANALYSE CANONIQUE DISCRIMINANTE

3.1. Calcul des variables canoniquesD'une manière générale, lorsqu'on dispose de deux ensembles de variables,on peut déterminer, pour 
ha
un des deux ensembles, une 
ombinaison linéairedes variables de l'ensemble, de telle sorte que le 
oe�
ient de 
orrélation de
es deux 
ombinaisons linéaires soit maximum. Ces deux 
ombinaisons linéaires
onstituent le premier 
ouple de variables 
anoniques et le 
oe�
ient de 
orré-lation qui a été maximisé est le premier 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique.On détermine ensuite, pour 
haque ensemble, une deuxième variable 
ano-nique, non 
orrélée à la première, en 
al
ulant une autre 
ombinaison linéairedes variables initiales. Ces 
ombinaisons linéaires sont 
al
ulées de manière àassurer également le maximum de la valeur du se
ond 
oe�
ient de 
orrélation
anonique. Le pro
essus de détermination des variables 
anoniques se poursuitjusqu'à 
e que le nombre de 
ouples de variables 
anoniques soit égal au rang dela matri
e de 
orrélation du groupe de variables initiales qui est le plus petit.Une des
ription plus détaillée de l'analyse des 
orrélations 
anoniques peutêtre trouvée dans une autre note [Palm, 1990℄.Le prin
ipe de 
al
ul des variables 
anoniques et des 
oe�
ients de 
orréla-tion 
anonique peut s'appliquer aux données utilisées pour une analyse de lavarian
e multivariée. Les variables soumises à l'analyse de la varian
e 
onstituentun premier ensemble et le deuxième ensemble est représenté par g variablesindi
atri
es, de type 0/1, permettant de dé
rire l'appartenan
e d'un individuparti
ulier à l'un des g groupes.Les 
arrés des 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique sont les valeurs propres,l0i, des matri
es (H+E)�1H ou H(H+E)�1 et les 
oe�
ients des 
ombinaisonslinéaires relatives à l'ensemble des variables soumises à l'analyse de la varian
esont les ve
teurs propres asso
iés aux valeurs propres des matri
es E�1H ou(H + E)�1H, 
es deux matri
es ayant les mêmes ve
teurs propres (paragraphe2.2).Les 
oe�
ients des 
ombinaisons linéaires des variables indi
atri
es ne présen-tent pas d'intérêt parti
ulier et, par la suite, lorsque nous parlerons de variables
anoniques, il s'agira toujours des 
ombinaisons linéaires des variables soumisesà l'analyse de la varian
e. 15



Les 
oe�
ients de 
es 
ombinaisons linéaires représentent les poids des va-riables initiales dans la variable 
anonique qui est 
onstruite. A 
e sujet, il fautremarquer que plusieurs présentations de 
es 
oe�
ients peuvent être adoptées.Tout d'abord, les 
oe�
ients peuvent être dé�nis de manière à être appliquésaux variables initiales 
entrées, mais non réduites ou, au 
ontraire, aux variables
entrées et réduites. Dans 
e dernier 
as, la rédu
tion des variables initiales peutêtre faite de manière à 
e que l'é
art-type total de la variable soit unitaire, ou,au 
ontraire, de manière à 
e que l'é
art-type résiduel de la variable soit unitaire.D'autre part, les 
ombinaisons linéaires sont toujours dé�nies à une 
onstanteprès et deux modalités de standardisation sont utilisées : les 
oe�
ients peuventêtre dé�nis de manière à 
e que la variable 
anonique soit de varian
e totaleunitaire, ou, au 
ontraire, de manière à 
e que 
ette variable 
anonique soit devarian
e résiduelle unitaire.A titre d'illustration, la �gure 6, obtenue par la pro
édure CANDISC de SAS,donne trois ensembles de 
oe�
ients 
anoniques. La première série 
orrespondaux 
oe�
ients qu'il faut appliquer aux variables PLONG, PLARG, SLONGet SLARG, après que 
elles-
i aient été 
entrées et réduites, la rédu
tion sefaisant en divisant les é
arts par rapport à la moyenne par l'é
art-type total dela variable. Ainsi, pour la première variable 
anonique, notée CAN1 :CAN1 = 3; 8858[(PLONG� 3; 758)=1; 7653℄+ : : :les valeurs 3,758 et 1,7653 représentent respe
tivement la moyenne et l'é
art-typede PLONG pour les 150 iris.La deuxième série de 
oe�
ients 
orrespond aux 
oe�
ients qu'il faut ap-pliquer aux variables, lorsque 
elles-
i sont 
entrées et réduites, la rédu
tion sefaisant en divisant les é
arts par rapport à la moyenne par l'é
art-type résiduelde la variable. On a, par exemple :CAN1 = 0; 9472[(PLONG� 3; 758)=0; 4303℄+ : : : ;la valeur 0,4303 étant l'é
art-type résiduel de la variable PLONG, qu'on peutdéduire de l'analyse de la varian
e univariée (�gure 1).En�n, la troisième série de 
oe�
ients 
orrespond aux 
oe�
ients qu'il fautappliquer aux variables lorsque 
elles-
i sont 
entrées mais non réduites :CAN1 = 2; 2012(PLONG� 3; 758) + : : : :Les trois ensembles de 
oe�
ients 
onduisent aux mêmes variables 
anoniques,
elles-
i étant standardisées de manière à 
e que leur moyenne soit nulle et leuré
art-type résiduel unitaire. On peut véri�er que la moyenne générale est biennulle, à partir des moyennes générales par groupe données dans la �gure 6. Pourla première variable 
anonique, par exemple, on a :(�7; 6076+ 1; 8250+ 5; 7826)=3 = 0 :De manière plus générale, en présen
e de groupes d'e�e
tifs non 
onstants, lesmoyennes des groupes doivent être pondérées par les e�e
tifs des groupes.16



Total-Sample Standardized Canoni
al Coeffi
ientsCAN1 CAN2PLONG 3.885795047 -1.645118866 LONGUEUR DES PETALES (CM)PLARG 2.142238715 2.164135931 LARGEUR DES PETALES (CM)SLONG -0.686779533 0.019958173 LONGUEUR DES SEPALES (CM)SLARG -0.668825075 0.943441829 LARGEUR DES SEPALES (CM)Pooled Within-Class Standardized Canoni
al Coeffi
ientsCAN1 CAN2PLONG 0.9472572487 -.4010378190 LONGUEUR DES PETALES (CM)PLARG 0.5751607719 0.5810398645 LARGEUR DES PETALES (CM)SLONG -.4269548486 0.0124075316 LONGUEUR DES SEPALES (CM)SLARG -.5212416758 0.7352613085 LARGEUR DES SEPALES (CM)Raw Canoni
al Coeffi
ientsCAN1 CAN2PLONG 2.201211656 -0.931921210 LONGUEUR DES PETALES (CM)PLARG 2.810460309 2.839187853 LARGEUR DES PETALES (CM)SLONG -0.829377642 0.024102149 LONGUEUR DES SEPALES (CM)SLARG -1.534473068 2.164521235 LARGEUR DES SEPALES (CM)Class Means on Canoni
al VariablesESPECE CAN1 CAN2SETOSA -7.607599927 0.215133017VERSIC 1.825049490 -0.727899622VIRGIN 5.782550437 0.512766605Figure 6. Coe�
ients 
anoniques et moyennes des variables 
anoniques par es-pè
e.
17



Dependent Variable: CAN1Sour
e DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > FModel 2 4732.213592 2366.106796 2366.11 0.0001Error 147 147.000000 1.000000Corre
ted Total 149 4879.21359215Dependent Variable: CAN2Sour
e DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > FModel 2 41.952483 20.976242 20.98 0.0001Error 147 147.000000 1.000000Corre
ted Total 149 188.95248327Figure 7. Analyses de la varian
e réalisées sur les valeurs des deux variables
anoniques.Les analyses de la varian
e, réalisées à titre d'illustration (�gure 7), montrentégalement que les varian
es résiduelles sont bien égales à l'unité.La première variable 
anonique dis
riminante est telle que le rapport de lavarian
e entre les groupes à la varian
e dans les groupes est maximum. Le rap-port : R2 = SCEf=(SCEf + SCEe) ;obtenu lorsqu'on réalise l'analyse de la varian
e sur les valeurs de la première va-riable 
anonique est égal au 
arré du premier 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique,
'est-à-dire aussi égal à l01.La se
onde variable 
anonique vise aussi à maximiser le rapport de la sommedes 
arrés des é
arts fa
torielle et de la somme des 
arrés des é
arts totale, ave
,en plus, la 
ontrainte de non-
orrélation à la première variable déjà 
onstruite.Ce rapport est égal au 
arré du deuxième 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique etdon
 aussi à l02. Et ainsi de suite pour les autres variables 
anoniques, lorsques > 2.Pour l'exemple 
onsidéré, on véri�e bien que les 
oe�
ients R2 des analysesde la varian
e réalisées sur les deux variables 
anoniques sont égaux à (�gure 7et paragraphe 2.2) : l01 = 0; 96987 et l02 = 0; 22203 :
18



Géométriquement, les valeurs des variables 
anoniques 
orrespondent auxproje
tions des points individus sur une série d'axes qui représentent les dire
-tions dans lesquelles les di�éren
es entre les groupes sont les plus marquées.Exprimées en pour 
ent de leur somme, les valeurs propres de E�1H donnentune idée de la qualité de la représentation sur les di�érents axes. Ainsi, si lapremière valeur propre 
orrespond à un pour
entage important, 
ela signi�eque, dans l'espa
e initial à p dimensions, les g moyennes se trouvent à proximitéd'une droite. Si la somme des deux premières valeurs propres 
orrespond à unpour
entage important, les g moyennes se situent à proximité d'un plan. Et ainside suite, pour trois valeurs propres, quatre valeurs propres, et
.Compte tenu de 
e qui vient d'être dit, on 
omprend aisément que le nombrede valeurs propres non nulles est, au maximum, égal à p et à g�1. En e�et, si ona par exemple deux variables et plus de trois groupes, les ve
teurs de moyennessont né
essairement dans un espa
e à une ou deux variables (sur un axe ou dansun plan), puisque la dimension maximum de l'espa
e est égale à 2. Si par 
ontre,on a par exemple trois groupes et quatre variables, la plus grande dimensionde l'espa
e dans lequel se trouvent les trois ve
teurs de moyennes est un plan,puisque par trois points d'un espa
e on peut toujours faire passer un plan.Dans le 
as parti
ulier de deux groupes (g = 2), et quel que soit le nombre pde variables, l'unique variable 
anonique peut être déterminée très simplementpar régression linéaire multiple. Il su�t de 
réer une variable indi
atri
e, y, àdeux modalités, en donnant à y par exemple la valeur 0 si l'individu appartientau premier groupe et la valeur 1, s'il appartient au deuxième groupe. Ensuite,on 
al
ule la régression multiple :y = a+ b1 x1 + : : :+ bp xp ;et, à une transformation linéaire près, les valeurs de y données par l'équationsont les valeurs de la variable 
anonique.A�n d'illustrer davantage la signi�
ation géométrique des variables 
ano-niques, 
onsidérons l'exemple des iris, en nous limitant à deux variables, a�n depermettre la représentation graphique dans un plan.Si on ne prend en 
ompte que les variables PLONG et PLARG, par exemple,les deux variables 
anoniques s'é
rivent :CAN1 = 0; 665 PLONGR+ 0; 492 PLARGRet CAN2 = �0; 930 PLONGR+ 1; 032 PLARGR ;PLONGR et PLARGR représentant les variables PLONG et PLARG après stan-dardisation par rapport à l'é
art-type résiduel.La �gure 8 donne le diagramme de dispersion des longueurs et largeurs despétales (en variables 
entrées réduites par rapport à l'é
art-type résiduel). Ellereprend aussi la position des axes 
anoniques. On voit 
lairement que les irispossèdent une variabilité bien plus grande lorsqu'on les projette sur le premieraxe 
anonique que lorsqu'on les projette sur le deuxième axe 
anonique.19
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Figure 8. Diagramme de dispersion de PLONG et PLARG (données 
entréesréduites) et position des deux axes 
anoniques.En pratique, on porte rarement les deux systèmes d'axes sur un même gra-phique, mais on représente 
ouramment les observations dans le plan formé parles axes CAN1 et CAN2, 
omme dans la �gure 9, obtenue à la suite de l'analyse
anonique dis
riminante sur les quatre variables. On notera que des é
helles dif-férentes sont utilisées en abs
isse et en ordonnée, a�n d'éviter un allongementex
essif de la �gure. Cette distorsion a 
ependant 
omme 
onséquen
e de faireapparaître moins 
lairement les di�éren
es importantes de varian
es qui existententre les deux variables 
anoniques.Dans les 
as où on a déterminé plus de deux variables 
anoniques, on réaliseune série de représentations graphiques à deux dimensions, en 
ombinant lesvariables 
anoniques deux à deux, 
omme on le fait lors de l'analyse en 
om-posantes prin
ipales. La prise en 
ompte des variables 
anoniques d'ordre plusélevé ne se justi�e 
ependant que si 
elles-
i présentent un intérêt pratique. Ceproblème fait l'objet du paragraphe suivant.
3.2. Test de signification et importance relative des variables canoniquesLorsque les 
onditions d'appli
ation de l'analyse de la varian
e sont remplies(g populations normales à p dimensions, de même matri
e de varian
es et 
o-varian
es et é
hantillons aléatoires, simples et indépendants), on peut tester lasigni�
ation des 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique.Pour le premier 
oe�
ient, on émet l'hypothèse nulle suivante :H0 : �1 = �2 = : : : = �s = 0 ;les �k (k = 1; : : : ; s) étant les 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique théoriques.20
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Figure 9. Diagramme de dispersion des 150 iris dans le plan 
anonique dé�ni parles quatre variables initiales.On 
al
ule alors la valeur : �obs = sYk=1(1� r2k) ;qu'on 
ompare, après transformation, à la valeur F1��. Ce test est en fait le testde Wilks dé
rit au paragraphe 2.2 
ar r2k = l0k (paragraphe 3.1).Pour le deuxième 
oe�
ient, on émet l'hypothèse nulle suivante :H0 : �2 = �3 = : : : = �s = 0 ;et on 
al
ule : �obs = sYk=2(1� r2k) ;qu'on 
ompare, après transformation, à la valeur F1��.La pro
édure séquentielle se poursuit jusqu'à 
e qu'on a

epte l'hypothèsede nullité des s� (l + 1) derniers 
oe�
ients de 
orrélation. On 
onsidère alorsque les g moyennes se situent dans un espa
e à l dimensions. Des informations
on
ernant les transformations des valeurs �obs en valeurs Fobs peuvent êtretrouvées notamment dans Huberty [1994℄ et Palm [1990℄.L'importan
e relative d'une variable 
anonique est mesurée par la valeurpropre de E�1H, exprimée en proportion de la somme des valeurs propres. Elle
orrespond à la proportion de variation fa
torielle qui est prise en 
ompte parla variable 
anonique. Les proportions peuvent s'additionner, 
ar les variables
anoniques sont non 
orrélées. Ainsi, la proportion de variation fa
torielle prise21



en 
ompte par un plan 
anonique est égale à la somme des proportions prises en
ompte par les deux variables 
anoniques déterminant 
e plan, et ainsi de suitepour les sous-espa
es de dimension de plus en plus grande.La �gure 10 donne les résultats de l'analyse 
anonique dis
riminante pourl'exemple des iris. Dans la partie supérieure de la �gure, on retrouve les deux
oe�
ients de 
orrélation 
anonique, les 
oe�
ients de 
orrélation 
anoniqueajustés et l'erreur-standard des 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique.Les 
oe�
ients de 
orrélation donnés dans la première 
olonne sont, en e�et,des estimations biaisées des 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique théoriques etLawley [1959℄ a proposé des estimations moins biaisées, du moins lorsque les
oe�
ients de 
orrélation 
anonique théoriques ne présentent, ni des valeurs troppro
hes les unes des autres, ni des valeurs trop faibles. Le logi
iel SAS donne
es 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique ajustés, pour autant qu'ils puissent être
al
ulés et pour autant aussi qu'un 
oe�
ient ajusté ne soit pas supérieur aupré
édent [SAS, 1989℄.L'erreur-standard approximative des 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique estégale à : (1� r2k)=pn ;r2k étant le ki�eme 
oe�
ient de 
orrélation 
anonique observé et n l'e�e
tif total.La �gure 10 donne aussi les informations relatives aux valeurs propres deE�1H et les tests de signi�
ation des 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique. Bienque les deux 
oe�
ients de 
orrélation 
anonique doivent être 
onsidérés 
ommesigni�
ativement di�érents de zéro, on note que le premier 
oe�
ient est net-tement plus grand que le se
ond et surtout que la première valeur propre deE�1H est nettement plus grande que la deuxième valeur propre. Cette premièrevaleur propre 
orrespond à 99,12 % de la somme des valeurs propres. Cela si-gni�e don
 que les di�éren
es entre les trois ve
teurs de moyennes se marquentessentiellement selon une dire
tion.Le pour
entage 
i-dessus est aussi égal à la somme des 
arrés des é
artsfa
torielle de la première variable 
anonique, exprimée en proportion de la sommedes deux sommes des 
arrés des é
arts fa
torielles (�gure 7) :4:732; 21=(4:732; 21+ 41; 95) = 0; 9912 :Ce pour
entage est en
ore égal à la somme des 
arrés des 
oordonnées destrois moyennes sur la première variable 
anonique, exprimée en pour 
ent de lasomme des 
arrés des 
oordonnées des trois moyennes sur les deux axes (�gure 6) :[(�7; 6076)2 + 1; 82502 + 5; 78262℄=[(�7; 6076)2 + : : :+ 5; 78262 + 0; 21512 + : : :+ 0; 51282℄= 94; 6447=(94; 6447+ 0; 8391) = 0; 9912 :Cette dernière relation n'est exa
te que lorsque les e�e
tifs des é
hantillonssont 
onstants. D'une manière plus générale, il faut multiplier les 
arrés des22



Eigenvalues of INV(E)*H= CanRsq/(1-CanRsq)Adjusted Approx SquaredCanoni
al Canoni
al Standard Canoni
al Eigen- Pro- Cumu-Correl. Correl. Error Correl. value Differ. portion lative1 0.984821 0.984508 0.002468 0.969872 32.1919 31.9065 0.9912 0.99122 0.471197 0.461445 0.063734 0.222027 0.2854 . 0.0088 1.0000Test of H0: The 
anoni
al 
orrelations in the
urrent row and all that follow are zeroLikelihoodRatio Approx F Num DF Den DF Pr > F1 0.02343863 199.1453 8 288 0.00012 0.77797337 13.7939 3 145 0.0001Total Canoni
al Stru
tureCAN1 CAN2PLONG 0.984951 0.046037 LONGUEUR DES PETALES (CM)PLARG 0.972812 0.222902 LARGEUR DES PETALES (CM)SLONG 0.791888 0.217593 LONGUEUR DES SEPALES (CM)SLARG -0.530759 0.757989 LARGEUR DES SEPALES (CM)Between Canoni
al Stru
tureCAN1 CAN2PLONG 0.999750 0.022358 LONGUEUR DES PETALES (CM)PLARG 0.994044 0.108977 LARGEUR DES PETALES (CM)SLONG 0.991468 0.130348 LONGUEUR DES SEPALES (CM)SLARG -0.82565 0.564171 LARGEUR DES SEPALES (CM)Pooled Within Canoni
al Stru
tureCAN1 CAN2PLONG 0.706065 0.167701 LONGUEUR DES PETALES (CM)PLARG 0.633178 0.737242 LARGEUR DES PETALES (CM)SLONG 0.222596 0.310812 LONGUEUR DES SEPALES (CM)SLARG -0.119012 0.863681 LARGEUR DES SEPALES (CM)Figure 10. Analyse 
anonique dis
riminante et 
orrélations des variables initialesave
 les variables 
anoniques. 23




oordonnées de 
haque moyenne par l'e�e
tif de l'é
hantillon. On retrouve alorsles sommes des 
arrés des é
arts fa
torielle (�gure 7):(50)(94; 6447) = 4732; 20 et (50)(0; 8391) = 41; 96 :En�n, le pour
entage mentionné 
i-dessus est en
ore égal au rapport de lasomme des 
arrés des distan
es eu
lidiennes entre les moyennes mesurées surle premier axe et la somme des 
arrés des distan
es eu
lidiennes mesurées dansl'espa
e des deux variables 
anoniques. Ainsi, pour setosa et versi
olor, on a, surle premier axe (�gure 6) :�b�212�1 = (�7; 6076� 1; 8250)2 = 88; 97 ;et dans l'espa
e 
omplet :�b�212�12 = (�7; 6076� 1; 8250)2 + (0; 2151� (�0; 7279))2 = 89; 86 :De même, pour les autres 
ouples d'espè
es, on a :�b�213�1 = 179; 30 et �b�223�1 = 15; 66�b�213�12 = 179; 38 et �b�223�12 = 17; 20et (88; 97+ 179; 30+ 15; 66)=(89; 86+ 179; 38+ 17; 20) = 0; 9912 :On remarque aussi que les distan
es eu
lidiennes entre les moyennes dansle plan 
anonique sont identiques aux distan
es de Mahalanobis entre lesmoyennes dans l'espa
e des variables initiales (�gure 4).Ces di�érents modes de 
al
ul de la proportion expliquée par le premier axe
anonique nous é
lairent sur l'interprétation de 
e pour
entage. D'une manièregénérale, une valeur propre de E�1H, lorsqu'elle est exprimée en proportion dela somme des valeurs propres, 
orrespond à la proportion de variation fa
toriellequi est prise en 
onsidération par l'axe 
anonique asso
ié à la valeur propre.
3.3. Interprétation des variables canoniquesL'analyse dis
riminante revient don
 à rempla
er p variables initiales, le plussouvent 
orrélées, par un nombre généralement plus réduit de variables 
ano-niques, qui sont non 
orrélées. Le problème se pose alors de tenter de trouver àquoi 
orrespondent 
es nouvelles variables.L'interprétation des variables 
anoniques se base sur l'examen des 
orréla-tions entre les variables initiales et les variables dis
riminantes et, plus pré
i-sément, sur l'examen des 
orrélations intragroupes qui éliminent les di�éren
esentre les moyennes des groupes : on re
her
he, d'une part, les variables initiales24



qui présentent les 
orrélations positives les plus importantes et, d'autre part,
elles qui présentent les 
orrélations négatives les plus importantes ave
 une va-riable 
anonique donnée et on s'e�or
e, à partir de 
es 
orrélations, de trouverune interprétation de la variable 
anonique.Comme pour toutes les méthodes statistiques multivariées basées sur le 
al
ulde 
ombinaisons linéaires, il faut remarquer que les variables arti�
ielles qui sont
onstruites n'ont pas toujours une signi�
ation physique réelle, 
e qui rend alorsleur interprétation moins aisée.Pour les trois espè
es d'iris, l'examen des 
orrélations intragroupes des va-riables 
anoniques et des variables initiales (�gure 10) montre que la premièrevariable 
anonique est surtout 
orrélée à la longueur et à la largeur des pé-tales. Il s'agit don
 d'un axe qui représente la taille des pétales. Sur 
et axe,les moyennes des trois espè
es s'ordonnent de la manière suivante : setosa, ver-si
olor, virgini
a. L'espè
e setosa est don
 
ara
térisée par des pétales de petitetaille, l'espè
e versi
olor par des pétales de taille intermédiaire et virgini
a pardes pétales de taille plus grande. Cette interprétation est 
on�rmée par l'examendes moyennes données dans le tableau 1.La deuxième variable 
anonique est 
orrélée prin
ipalement à la largeur despétales et des sépales et les moyennes des trois espè
es s'ordonnent de la manièresuivante : versi
olor, setosa, virgini
a. L'interprétation de 
et axe est di�
ile 
arles di�éren
es entre espè
es sont peu marquées, 
omme nous l'avons 
onstaté
i-dessus. De plus, 
et axe doit être vu 
omme une forme de 
orre
tion de l'in-terprétation des ve
teurs de moyennes données par le premier axe. Le deuxièmeaxe permet de nuan
er 
ette interprétation : la di�éren
e entre les ve
teurs desmoyennes est e�e
tivement liée à la taille globale des pétales (interprétation liéeaux di�éren
es selon le premier axe), mais à taille globale des pétales identique, ledeuxième axe permet de prendre en 
ompte l'importan
e de la largeur des piè
esdu périanthe (largeur des pétales et largeur des sépales). Ainsi, il ne serait pas
orre
t d'a�rmer que le deuxième axe montre que versi
olor est 
ara
térisé pardes piè
es du périanthe étroites, que virgini
a est 
ara
térisé par des piè
es largeset que setosa a des piè
es de largeur intermédiaire. Une telle interprétation neserait d'ailleurs pas 
on�rmée par l'examen des moyennes du tableau 1.
4. SÉLECTION ET HIÉRARCHISATION DES VARIABLES

4.1. Sélection des variablesIl arrive fréquemment que l'utilisateur de l'analyse de la varian
e multivariéeet de l'analyse 
anonique dis
riminante dispose d'un nombre relativement élevéde variables pour dé
rire les groupes et qu'il souhaite identi�er, ou même élimi-ner, les variables qui apportent peu ou pas d'information pour la di�éren
iationde 
es groupes.Le problème est tout à fait similaire au problème de séle
tion de variablesen régression multiple et les logi
iels statistiques o�rent, 
omme en régression25



multiple, des pro
édures d'analyse dis
riminante pas à pas. Dans le 
as parti-
ulier de deux groupes, le 
hoix des variables peut d'ailleurs être réalisé par unprogramme de régression multiple pas à pas, puisque, dans 
e 
as, la variable
anonique peut être déterminée par régression, 
omme nous l'avons signalé auparagraphe 3.1.Si la dis
rimination doit se faire entre plus de deux populations normalesde même matri
e de varian
es et 
ovarian
es, une extension des pro
édures deséle
tion des variables pas à pas peut être envisagée. Comme en régression mul-tiple, le prin
ipe 
onsiste à mesurer, à une étape donnée du pro
essus, l'apportd'une variable, 
ompte tenu des variables déjà séle
tionnées.Cet apport de la variable peut se mesurer par l'intermédiaire des variables deWilks, qui interviennent dans l'analyse de la varian
e multivariée. Le prin
ipe
onsiste à 
omparer les valeurs � deWilks obtenues, d'une part, lors de l'analysede la varian
e multivariée sur les variables déjà séle
tionnées et, d'autre part,lors de l'analyse de la varian
e après adjon
tion de la variable dont on veuttester l'utilité. En e�et, si p0 variables parmi les p variables disponibles sont déjàséle
tionnées et si �p0 et �p0+1 sont les valeurs du rapport de Wilks pour p0 etp0 + 1 variables, on a la relation suivante :Fobs = n� g � p0g � 1 � �p0�p0+1 � 1� ;la valeur Fobs étant une valeur observée d'une variable F de Fisher-Snede
orà k1 = g� 1 et k2 = n� g� p0 degrés de liberté [Huberty, 1994; Seber, 1984℄.Tout 
omme en régression multiple, l'utilisation d'algorithmes de séle
tiondes variables pas à pas ne garantit pas que l'ensemble des p0 variables séle
-tionnées à une étape donnée du pro
essus soit la meilleure 
ombinaison de p0variables. Des algorithmes permettant l'étude de toutes les 
ombinaisons de p0variables sont, pour 
ette raison, proposés dans la littérature [Huberty, 1994℄.A titre d'illustration, la �gure 11 reprend les deux premières étapes de laséle
tion progressive des variables dans le 
as des trois espè
es d'iris dé
rites parquatre variables.Cette �gure a été obtenue par la pro
édure STEPDISC du logi
iel SAS. Desinformations 
on
ernant 
ette pro
édure sont données dans le manuel d'utilisa-tion [SAS, 1989℄. Nous nous limiterons à l'examen des seules valeurs Fobs.A la première étape, le logi
iel 
al
ule les valeurs relatives aux quatre analysesde la varian
e univariées. On 
onstate que la variable la plus dis
riminante estla longueur des pétales, PLONG (Fobs = 1.180). La variable PLONG est don
introduite en premier lieu. La valeur observée de la variable de Wilks est alorségale à 0,0586.A la deuxième étape, on 
onstate que la variable SLARG est ajoutée à lavariable PLONG, 
ar la valeur Fobs relative à l'adjon
tion de 
ette variable estla plus grande et est signi�
ative au niveau de signi�
ation �xé à 0,05. La valeurde la variable de Wilks, pour le modèle à deux variables, est égale à 0,0369.26



Stepwise Sele
tion: Step 1Statisti
s for Entry, DF = 2, 147Variable R**2 F Prob>F Toleran
e LabelPLONG 0.9414 1180.161 0.0001 1.0000 LONGUEUR DES PETALES (CM)PLARG 0.9289 960.007 0.0001 1.0000 LARGEUR DES PETALES (CM)SLONG 0.6187 119.265 0.0001 1.0000 LONGUEUR DES SEPALES (CM)SLARG 0.400 49.160 0.0001 1.0000 LARGEUR DES SEPALES (CM)Variable PLONG will be enteredThe following variable(s) have been entered: PLONGMultivariate Statisti
sWilks' Lambda = 0.05862828 F(2, 147) = 1180.161 Prob>F = 0.0001Pillai's Tra
e = 0.941372 F(2, 147) = 1180.161 Prob>F = 0.0001Average Squared Canoni
al Correlation = 0.47068586------------------------------------------------------------------Stepwise Sele
tion: Step 2Statisti
s for Removal, DF = 2, 147Variable R**2 F Prob>F LabelPLONG 0.9414 1180.161 0.0001 LONGUEUR DES PETALES (CM)No variables 
an be removed---------------------------Statisti
s for Entry, DF = 2, 146PartialVariable R**2 F Prob>F Toleran
e LabelPLARG 0.2533 24.766 0.0001 0.0729 LARGEUR DES PETALES (CM)SLONG 0.3198 34.323 0.0001 0.2400 LONGUEUR DES SEPALES (CM)SLARG 0.3709 43.035 0.0001 0.8164 LARGEUR DES SEPALES (CM)Variable SLARG will be enteredThe following variable(s) have been entered: PLONG SLARGMultivariate Statisti
sWilks' Lambda = 0.03688411 F(4, 292) = 307.105 Prob>F = 0.0001Pillai's Tra
e = 1.119908 F(4, 294) = 93.528 Prob>F = 0.0001Average Squared Canoni
al Correlation = 0.55995394Figure 11. Pro
édure de séle
tion des variables pas à pas : résultats relatifs auxdeux premières étapes. 27



On peut ainsi véri�er que la valeur Fobs pour l'adjon
tion de SLARG àPLONG est bien égale à :150� 3� 12 �0; 0586280; 036884 � 1� = 43; 035 :Aux deux étapes suivantes, qui ne sont pas reprises dans la �gure 11, lesvariables PLARG et SLONG sont su

essivement introduites 
ar les valeurs Fobsliées à l'addition de 
es variables, respe
tivement égales à 34,57 et à 4,72, sont,toutes deux, signi�
atives.
4.2. Hiérarchisation des variablesPour quanti�er le pouvoir dis
riminant de p variables, Huberty [1994℄ re-
ommande de réaliser p analyses à p� 1 variables. Soit �(�j) la valeur observéede la variable de Wilks, lorsque la variable j est ex
lue. Les valeurs �(�j) sontalors 
lassées par ordre dé
roissant, et, à 
�té de 
ha
une de 
es valeurs, on in-dique le nom de la variable j qui ne �gure pas dans l'analyse de la varian
e enquestion. On obtient ainsi un 
lassement des variables, de la plus dis
riminanteà la moins dis
riminante. On pourra toutefois 
onsidérer 
omme ex aequo desvariables dont l'élimination 
onduit à des valeurs de �(�j) qui sont pro
hes.Une solution tout à fait équivalente 
onsiste à 
al
uler les valeurs Fobs rela-tives à l'apport de la pi�eme variable, alors qu'il y a déjà p� 1 variables retenues,par la formule donnée au paragraphe 4.1, en 
onsidérant que p0 = p� 1.Une troisième solution, équivalente aux deux autres, se base sur le 
al
ul desvaleurs R2partiel, telles que dé�nies dans la pro
édure STEPDISC de SAS :R2partiel = �(�j) � �obs�(�j) ;�obs étant la valeur de la variable de Wilks pour les p variables. Ce R2partielmesure l'augmentation de R2 due à la variable j, en proportion de 
e qui n'estpas expliqué par les p�1 autres variables. En e�et, nous avons vu, au paragraphe2.3., que pour p variables : R2 = 1� �obs :De même, si on élimine la variable j, on a :R2(�j) = 1� �(�j) ;et il en résulte que : R2partiel = R2 �R2(�j)1�R2(�j) ; :La pro
édure de 
lassement des variables qui vient d'être dé
rite repose im-pli
itement sur l'idée que le modèle 
omplet à p variables sert de référen
e.28



Stepwise Sele
tion: Step 5Statisti
s for Removal, DF = 2, 144PartialVariable R**2 F Prob > F LabelPLONG 0.3308 35.590 0.0001 LONGUEUR DES PETALES (CM)PLARG 0.2570 24.904 0.0001 LARGEUR DES PETALES (CM)SLONG 0.0615 4.721 0.0103 LONGUEUR DES SEPALES (CM)SLARG 0.2335 21.936 0.0001 LARGEUR DES SEPALES (CM)Figure 12. Pro
édure de séle
tion des variables : résultats de la dernière étape.La �gure 12 reprend la dernière étape de la pro
édure STEPDISC, qui donneles valeurs R2partiel et les valeurs Fobs pour 
ha
une des quatre variables. Le
lassement des variables, de la plus dis
riminante à la moins dis
riminante, estdon
 le suivant : PLONG, PLARG, SLARG et SLONG :On peut remarquer que 
et ordre est légèrement di�érent de l'ordre basé surles valeurs Fobs des analyses de la varian
e univariées (�gure 1) et qui est lesuivant : PLONG, PLARG, SLONG et SLARG :Le 
lassement est di�érent aussi de l'ordre d'introdu
tion des variables dansla pro
édure STEPDISC, qui est (paragraphe 4.1) :PLONG, SLARG, PLARG et SLONG :
5. AUTRES MODÈLES D’ANALYSE DE LA VARIANCE

5.1. Principes générauxDans les paragraphes pré
édents, nous nous sommes 
on
entrés sur l'analysede la varian
e multivariée à un 
ritère. L'appro
he multivariée peut 
ependantêtre étendue à tous les autres modèles d'analyse de la varian
e qu'on ren
ontredans le 
as univarié.Dans le 
as univarié, le test relatif à un fa
teur donné se fait toujours en
onsidérant le rapport du 
arré moyen relatif à la sour
e de variation qu'onsouhaite tester au 
arré moyen qui sert de 
omparaison. De même, en analyse dela varian
e multivariée, on retrouve les di�érents tests qui ont été présentés au29



paragraphe 2.2. La matri
e H représente la matri
e des sommes des 
arrés desé
arts et des produits des é
arts pour la sour
e de variation qu'on souhaite testeret la matri
e E 
orrespond à la matri
e des sommes des 
arrés des é
arts et desproduits des é
arts pour la sour
e de variation qui sert de base de 
omparaison.Les 
oe�
ients d'asso
iation, dé�nis au paragraphe 2.3, peuvent égalementêtre 
al
ulés à partir des 
ritères de Wilks, Pillai, et
. Ces 
oe�
ients sontparfois appelés 
oe�
ients d'asso
iation partiels. Ainsi, pour un modèle d'ana-lyse de la varian
e à deux 
ritères 
roisés �xes, le 
oe�
ient R2 pour le fa
teurA re�ète le degré d'asso
iation entre les p variables soumises à l'analyse et legroupement des individus selon le fa
teur A, lorsque les e�ets du fa
teur B etde l'intera
tion AB ont été enlevés.A partir des ve
teurs propres de E�1H, on peut aussi obtenir les variables
anoniques relatives à 
ha
une des sour
es de variation et la signi�
ation de 
esvariables peut être testée par l'intermédiaire des variables de Wilks, 
ommepour l'analyse à un 
ritère.D'autre part, les problèmes liés à l'interprétation des variables 
anoniqueset à la séle
tion ou au 
lassement des variables initiales se posent de la mêmemanière que pour l'analyse de la varian
e à un 
ritère.
5.2. Exemple : comparaison de la croissance de pommiersPour illustrer l'analyse de la varian
e multivariée à plusieurs 
ritères, nousreprenons les données traitées par Debou
he [1977℄ qui proviennent de l'étudede la 
roissan
e d'une variété de pommiers dans des 
onditions 
ontr�lées detempérature de l'air et du sol. Le dispositif expérimental utilisé est le suivant :48 pommiers en pots sont répartis dans deux 
hambres de 
ulture. Dans l'une, latempérature de l'air est de 15ÆC et dans l'autre elle est de 17ÆC. Chaque 
hambrede 
ulture est divisée en deux parties : dans une des parties, la température dusol est maintenue à 16ÆC et, dans l'autre partie, 
ette température est de 18ÆC.Douze pommiers sont installés dans 
ha
une des deux parties, à raison de troisgroupes de quatre pommiers, 
haque groupe o

upant une 
ellule.Le modèle d'analyse de la varian
e 
orrespondant à 
e dispositif est un mo-dèle à trois 
ritères (fa
teur "température de l'air", fa
teur "température dusol" et fa
teur "
ellule"). Les deux premiers fa
teurs sont �xes et 
roisés. Le fa
-teur "
ellule" est 
onsidéré 
omme aléatoire et est hiérar
hisé par rapport auxdeux autres fa
teurs. Les deux fa
teurs �xes et leur intera
tion seront testés parrapport au fa
teur "
ellule".Sur les 48 pommiers, la longueur de la pousse terminale a été observée 
haquesemaine durant la période de 
roissan
e, soit durant 17 semaines. Des ajuste-ments non linéaires ont permis de 
ondenser l'information relative à 
haquearbre. Le modèle de Gompertz, qui 
orrespond à une 
ourbe sigmoïde nonsymétrique : y = M exp �� exp��x� ab �� ;30



Tableau 2. Moyennes et, entre parenthèses, é
arts-types des paramètres pour lesdi�érents niveaux de température de l'air et du sol .Niveaux M b aAIR = 15 191,5 (39,8) 16,8 (3,3) 68,4 (4,1)AIR = 17 177,0 (31,4) 15,7 (2,7) 60,0 (4,8)SOL = 16 176,0 (43,3) 17,4 (3,3) 64,1 (6,3)SOL = 18 192,5 (25,8) 15,1 (2,2) 64,3 (6,1)AIR = 15 et SOL = 16 184,8 (51,2) 18,3 (3,7) 68,5 (4,6)AIR = 15 et SOL = 18 198,1 (24,3) 15,3 (1,8) 68,3 (3,6)AIR = 17 et SOL = 16 167,1 (33,4) 16,5 (2,7) 59,7 (4,2)AIR = 17 et SOL = 18 186,9 (27,0) 15,0 (2,6) 60,2 (5,4)a été retenu. Dans 
ette relation, y est la taille de la pousse, en 
m, x est le tempsen jours. M , a et b sont les trois paramètres de la 
ourbe. M est l'asymptotehorizontale, 
'est-à-dire la valeur maximale vers laquelle tend y lorsque x aug-mente indé�niment. Le paramètre a est une valeur parti
ulière de x qui situe la
ourbe sur l'axe des x par son point d'in�exion : 
'est pour x = a que la vitessede 
roissan
e est maximum. Le paramètre b est exprimé dans les unités de x etest sensible à l'étalement du phénomène de 
roissan
e, 
ar le temps de 
roissan
epermettant de passer d'une taille de 0,05 M à 0,95 M est égal à 4b [Debou
he,1977℄.Les valeurs obtenues pour les 48 
ourbes sont reprises en annexe et lesanalyses de la varian
e vont porter sur 
es valeurs.En 
e qui 
on
erne les 
onditions d'appli
ation, le 
ara
tère aléatoire etsimple des é
hantillons est assuré par le dispositif expérimental (répartitionau hasard des 48 arbres dans les 12 
ellules). Une véri�
ation partielle de la
ondition de multinormalité 
onsiste à examiner les distributions marginales desrésidus de l'analyse de la varian
e multivariée. Le test de normalité de Shapiro-Wilk a 
onduit aux probabilités suivantes : 0,833 pour M , 0,069 pour a et 0,072pour b. On a

epte don
 la normalité des résidus pour 
ha
une des variables.Bien que la normalité des distributions marginales n'implique pas la normalitéà trois dimensions, nous supposerons que 
ette 
ondition est néanmoins remplie.La non-normalité de la distribution ne serait d'ailleurs pas un obsta
le majeurà l'utilisation de l'analyse de la varian
e étant donné la robustesse de l'analysede la varian
e, 
omme nous le verrons au paragraphe 6.1. Quant à l'égalité desmatri
es de varian
es et 
ovarian
es, le test qui sera présenté au paragraphe 6.1
onduit à une probabilité de 0,35. On peut don
 a

epter l'hypothèse d'égalitédes matri
es de varian
es et 
ovarian
es des populations au sein des 12 
ellulesLes moyennes et les é
arts-types pour les deux niveaux du fa
teur "tempé-rature de l'air" et du fa
teur "température du sol" et pour les 
ombinaisons desniveaux de 
es deux fa
teurs sont donnés dans le tableau 2, et le tableau 3 reprendles probabilités asso
iées aux valeurs Fobs, obtenues pour les trois analyses de31



Tableau 3. Probabilités asso
iées aux valeurs Fobs pour les trois analyses de lavarian
e univariées.Sour
es de variation M b aair 0,198 0,390 0,000sol 0,147 0,093 0,893air*sol 0,758 0,540 0,775Tableau 4. Corrélation des variables 
anoniques liées au fa
teur "température del'air" et au fa
teur "température du sol" ave
 les paramères M , b, a .Paramètres Air SolM 0,19 �0,32b 0,12 0,38a 0,87 �0,03la varian
e univariées. On 
onstate qu'au
une intera
tion n'est signi�
ative, 
equi nous autorise à examiner les e�ets prin
ipaux. Seul l'e�et "température del'air" est signi�
atif pour le paramètre a. Le tableau des moyennes montre que latempérature de l'air élevée 
onduit à une moyenne du paramètre a plus faible de8,4 jours : les pommiers soumis à la température de l'air plus élevée ont don
 uneavan
e de 8 jours environ par rapport aux pommiers pla
és dans une températurede l'air plus basse.Les résultats de l'analyse de la varian
e multivariée sont donnés dans la�gure 13. Dans la mesure où on n'a qu'un seul degré de liberté pour les e�etsprin
ipaux et pour l'intera
tion, les di�érents tests multivariés 
onduisent auxmêmes résultats. Pour le fa
teur "température de l'air", la probabilité asso
iéeaux tests multivariés est égale à 0,005; pour le fa
teur "température du sol",
ette probabilité est de 0,028; pour l'intera
tion, elle est de 0,94. On a

eptedon
 l'hypothèse d'absen
e d'intera
tion et on 
onstate que les di�éren
es liéesà la température de l'air sont hautement signi�
atives et que les di�éren
es liéesà la température du sol sont signi�
atives.Le tableau 4 donne les 
oe�
ients de 
orrélation intragroupes des variablessoumises à l'analyse, M , b et a, d'une part, ave
 l'unique variable 
anoniqueliée au fa
teur "température de l'air" et, d'autre part, ave
 l'unique variable
anonique liée au fa
teur "température du sol".Pour le premier fa
teur, la variable 
anonique est essentiellement 
orrélée auparamètre a. Cet axe peut don
 s'interpréter 
omme un axe lié au retard de la
roissan
e, puisqu'une valeur élevée de a 
orrespond à un retard. Le paramètrea est d'ailleurs la seule variable présentant des di�éren
es signi�
atives dues àla température de l'air. La 
orrélation positive de la variable 
anonique ave
 Msigni�e que la variable 
anonique est aussi un axe de taille �nale. Cette 
orré-32



Manova Test Criteria and Exa
t F Statisti
s forthe Hypothesis of no Overall AIR Effe
tH = Anova SS&CP Matrix for AIRE = Anova SS&CP Matrix for CELLULE(AIR*SOL)S=1 M=0.5 N=2Statisti
 Value F Num DF Den DF Pr > FWilks' Lambda 0.12966287 13.4246 3 6 0.0045Pillai's Tra
e 0.87033713 13.4246 3 6 0.0045Hotelling-Lawley Tra
e 6.71230825 13.4246 3 6 0.0045Roy's Greatest Root 6.71230825 13.4246 3 6 0.0045Manova Test Criteria and Exa
t F Statisti
s forthe Hypothesis of no Overall SOL Effe
tH = Anova SS&CP Matrix for SOLE = Anova SS&CP Matrix for CELLULE(AIR*SOL)S=1 M=0.5 N=2Statisti
 Value F Num DF Den DF Pr > FWilks' Lambda 0.24086567 6.3034 3 6 0.0277Pillai's Tra
e 0.75913433 6.3034 3 6 0.0277Hotelling-Lawley Tra
e 3.15169162 6.3034 3 6 0.0277Roy's Greatest Root 3.15169162 6.3034 3 6 0.0277Manova Test Criteria and Exa
t F Statisti
s forthe Hypothesis of no Overall AIR*SOL Effe
tH = Anova SS&CP Matrix for AIR*SOLE = Anova SS&CP Matrix for CELLULE(AIR*SOL)S=1 M=0.5 N=2Statisti
 Value F Num DF Den DF Pr > FWilks' Lambda 0.94318092 0.1205 3 6 0.9447Pillai's Tra
e 0.05681908 0.1205 3 6 0.9447Hotelling-Lawley Tra
e 0.06024197 0.1205 3 6 0.9447Roy's Greatest Root 0.06024197 0.1205 3 6 0.9447
Figure 13. Analyse de la varian
e multivariée des 
ourbes de 
roissan
e.33
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Figure 14. Courbes de 
roissan
e moyennes pour les deux niveaux de la tempé-rature de l'air.lation est 
ependant nettement plus faible que la 
orrélation ave
 le paramètrea. De même, la 
orrélation de la variable 
anonique ave
 b est assez faible etnous ne l'interpréterons pas. Sur l'axe 
anonique, la proje
tion du ve
teur desmoyennes pour la température élevée de l'air se situe don
 du 
�té négatif del'axe (a faible et M plus petit), et la proje
tion du ve
teur des moyennes pour latempérature plus basse de l'air se situe du 
�té positif (a grand etM plus grand).Ces proje
tions sont, en e�et, respe
tivement égales à �1; 058 pour la tempé-rature de 17ÆC et à 1,058 pour la température de 15ÆC. La �gure 14 donne les
ourbes de 
roissan
e moyennes pour les deux niveaux de température de l'air.On 
onstate bien que la di�éren
e des deux 
ourbes se marque surtout par ledé
alage horizontal qui traduit la di�éren
e de pré
o
ité.Pour le fa
teur "température du sol", l'interprétation est un peu plus di�
ile,
ar les 
orrélations sont moins marquées. La 
orrélation négative de la variable
anonique ave
 M et la 
orrélation positive de 
ette variable ave
 b nous permetd'interpréter l'axe 
omme étant un axe lié à la lenteur de la 
roissan
e et à lafaible taille �nale. Le point moyen lié à la température du sol de 18ÆC se situedu 
�té négatif de l'axe (M grand et b petit), alors que le point moyen lié à latempérature du sol de 16ÆC se situe du 
�té positif de l'axe (M petit et b grand).Les moyennes sur 
et axe sont, en e�et, égales à �0; 725 pour la température dusol de 18ÆC et à 0,725 pour la température du sol de 16ÆC. La �gure 15 donneles 
ourbes de 
roissan
e moyennes pour les deux températures du sol. L'e�etdu traitement sur le paramètre b n'apparaît pas 
lairement sur 
ette �gure; par
ontre l'e�et du traitement sur la taille �nale est bien marqué.34
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Figure 15. Courbes de 
roissan
e moyennes pour les deux niveaux de la tempé-rature du sol.Par rapport aux analyses univariées, l'analyse multivariée permet don
 demettre en éviden
e des di�éren
es liées à la température du sol. Ces di�éren
esportent simultanément sur deux paramètres des 
ourbes de 
roissan
e (M et b)et n'ont pas pu être mises en éviden
e par les analyses univariées.
6. QUELQUES INFORMATIONS COMPLÉMENTAIRES

6.1. Conditions d’applicationNous avons vu, dans les paragraphes pré
édents, que la normalité à p dimen-sions des populations et l'égalité des matri
es de varian
es et 
ovarian
es de 
espopulations 
onstituent, ave
 le 
ara
tère aléatoire, simple et indépendant desé
hantillons, les 
onditions d'appli
ation de l'analyse de la varian
e multivariéeet de l'analyse 
anonique dis
riminante.L'utilisateur peut véri�er 
es 
onditions d'appli
ation. Ainsi, lorsque les é
han-tillons de 
ha
une des populations sont de taille su�sante, le 
ara
tère multinor-mal de la population peut être appré
ié par l'examen des distan
es deMahala-nobis des individus d'un é
hantillon au 
entre de gravité de 
et é
hantillon. Ene�et, pour des é
hantillons su�samment grands, la distribution des 
arrés desdistan
es est approximativement une distribution �2 dont le nombre de degrésde liberté est égal au nombre de variables. Pour véri�er la multinormalité, untest d'ajustement à une distribution �2 peut don
 être réalisé. Des informationspratiques pour la réalisation de 
et ajustement à l'aide du logi
iel SAS sont don-nées par Khattree et Naik [1995℄. Si le nombre de variables est su�sammentgrand, la distribution des distan
es est approximativement normale [Dagnelie,1975℄. Cette normalité des distan
es peut alors être testée par les méthodes uni-35



variées 
lassiques, 
omme par exemple le test de Shapiro et Wilk, 
onsidéré
omme un des tests de normalité les plus performants [Royston, 1988℄.Pour des populations multinormales, l'égalité des matri
es de varian
es et
ovarian
es peut être véri�ée par une généralisation du test de Bartlett [Da-gnelie, 1975℄. Ce test est proposé dans la pro
édure DISCRIM de SAS [SAS,1989℄.En fait, 
es 
onditions n'interviennent que lorsqu'on réalise l'inféren
e sta-tistique. La dé
omposition des matri
es de sommes de 
arrés des é
arts et desommes de produits des é
arts, le 
al
ul des valeurs �obs, la détermination desvariables 
anoniques, et
., peuvent être réalisés, même lorsque les 
onditions
i-dessus ne sont pas remplies, les méthodes étant alors utilisées dans un butsimplement des
riptif. Toutefois, si le non-respe
t des 
onditions est très marqué,l'interprétation des résultats des 
al
uls, même sous l'angle des
riptif, peut êtreassez di�
ile.Par 
ontre, 
omme dans le 
as univarié, on peut supposer que les méthodesd'inféren
e statistique sont assez robustes vis-à-vis d'un non-respe
t modéré des
onditions d'appli
ation, surtout si les e�e
tifs sont importants et identiquesd'un é
hantillon à l'autre. Des éventuelles transformations de variables peuventaussi être envisagées dans le but de se rappro
her des 
onditions d'appli
ation.En�n, il faut en
ore signaler que des tests parti
uliers permettent de 
ompa-rer deux populations normales de matri
es de varian
es et 
ovarian
es inégaleset qu'il existe des tests non paramétriques multivariés. Des informations à 
esujet sont données par Huberty [1994℄.
6.2. Analyse canonique discriminante et analyse discriminante décisionnelleNous avons signalé, dans l'introdu
tion, que l'obje
tif de l'analyse dis
rimi-nante dé
isionnelle est de dé�nir une règle permettant de 
lasser un individu dansun groupe parti
ulier, parmi di�érents groupes possibles et préalablement dé�-nis. Cette règle d'a�e
tation est déterminée à partir de l'analyse d'un é
hantillond'individus appartenant à 
ha
un de 
es groupes. Une des
ription de l'analysedis
riminante dé
isionnelle est présentée dans une autre note [Palm, 1999℄.Lorsqu'à la suite de l'analyse fa
torielle dis
riminante, on 
onstate que lapremière variable 
anonique permet de prendre en 
ompte l'essentiel des di�é-ren
es entre les groupes, la règle d'a�e
tation d'un individu à un groupe peutêtre dé�nie en fon
tion de la première variable 
anonique, 
e qui simpli�e la pro-
édure de 
lassement. Dans le 
as parti
ulier de deux groupes, 
ette solution estd'ailleurs identique à la règle de 
lassement dé�nie par l'analyse dis
riminantelinéaire, puisque dans 
e 
as, les di�éren
es entre groupes sont entièrement prisesen 
ompte par l'unique variable 
anonique.Si on dispose de g groupes, on dé�nit g zones sur le premier axe fa
toriel, leslimites des zones étant situées à mi-
hemin entre deux moyennes 
onsé
utivesde groupes sur la première variable 
anonique.36



Pour l'exemple des iris, les moyennes des trois espè
es sur la première variable
anonique ont été données dans la �gure 6. Sur 
e premier axe, le point deséparation de Iris setosa et Iris versi
olor se situe en :(�7; 6076+ 1; 8250)=2 = �2; 8913 ;et le point de séparation de Iris versi
olor et Iris virgini
a se situe en :(1; 8250+ 5; 7825)=2 = 3; 8038 :Pour 
lasser un iris d'espè
e in
onnue en supposant que les probabilités d'ap-partenan
e a priori à l'une des trois espè
es soient identiques, il su�t de 
al
ulerla valeur de la première variable 
anonique pour 
et iris. Si la valeur obtenue estinférieure ou égale à �2; 8913, l'iris est 
lassé dans l'espè
e setosa; si la valeurest 
omprise entre �2; 8913 et 3,8038, l'iris est a�e
té à l'espè
e versi
olor et sila valeur est supérieure à 3,8038, l'iris est a�e
té à l'espè
e virgini
a.Pour 
et exemple, l'utilisation de la règle de 
lassement basée sur la premièrevariable 
anonique 
onduirait à des résultats très pro
hes de 
eux obtenus parl'analyse dis
riminante linéaire, 
ar la première variable 
anonique dis
riminanteprend en 
ompte 99,1 % des di�éren
es entre les moyennes des groupes (�gure 10)
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ANNEXEDonnées relatives aux 
ourbes de 
roissan
e des 48 pommiers.OBS CELLULE ARBRE M B A AIR SOL1 1 1 125 15.7 68.1 15 162 1 2 173 13.2 70.3 15 163 1 3 123 13.3 63.2 15 164 1 4 194 16.4 65.5 15 165 2 1 168 16.5 75.7 15 166 2 2 248 18.4 65.7 15 167 2 3 119 22.7 65.2 15 168 2 4 195 19.9 62.7 15 169 3 1 236 19.6 77.8 15 1610 3 2 144 23.2 68.0 15 1611 3 3 229 24.4 70.7 15 1612 3 4 264 16.2 69.3 15 1613 1 1 213 12.2 73.1 15 1814 1 2 158 13.1 64.5 15 1815 1 3 167 14.4 64.4 15 1816 1 4 220 15.2 72.3 15 1817 2 1 200 15.5 66.3 15 1818 2 2 202 14.9 63.3 15 1819 2 3 167 18.8 70.1 15 1820 2 4 210 15.3 66.0 15 1821 3 1 210 17.9 69.3 15 1822 3 2 219 16.5 68.2 15 1823 3 3 179 14.9 68.2 15 1824 3 4 232 14.8 74.0 15 1825 1 1 135 17.5 61.9 17 1626 1 2 166 17.0 57.6 17 1627 1 3 177 11.6 53.7 17 1628 1 4 175 13.3 59.2 17 1629 2 1 146 21.3 68.4 17 1630 2 2 155 18.9 59.1 17 16
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Données relatives aux 
ourbes de 
roissan
e des 48 pommiers (suite).OBS CELLULE ARBRE M B A AIR SOL31 2 3 143 17.0 55.8 17 1632 2 4 207 17.8 59.0 17 1633 3 1 137 15.3 60.3 17 1634 3 2 235 15.0 66.5 17 1635 3 3 127 18.5 58.1 17 1636 3 4 202 14.4 56.4 17 1637 1 1 237 16.9 62.5 17 1838 1 2 189 13.1 56.0 17 1839 1 3 187 17.2 72.0 17 1840 1 4 166 13.9 63.3 17 1841 2 1 150 12.4 58.0 17 1842 2 2 182 12.3 50.5 17 1843 2 3 233 18.2 62.7 17 1844 2 4 185 17.9 58.0 17 1845 3 1 172 14.3 55.5 17 1846 3 2 153 18.0 64.4 17 1847 3 3 189 10.6 60.3 17 1848 3 4 200 14.9 59.7 17 18
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