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RESUME

Dans cette note, on décrit d’abord les cartes de contrdle sur les moyennes
mobiles, sur les résultats d'un lissage exponentiel et sur les sommes cumulées.
Ensuite, on examine les cartes de contrdle pour des données non indépendantes
et pour des données multivariées.

Ces cartes sont illustrées par des exemples numériques traités par le logiciel
Minitab.

SUMMARY

This note first describes moving average, exponentially weighted moving
average and cumulative sum control charts. Then, control charts for autocorre-
lated and for multivariate data are examined.

Minitab outputs are given for these control charts.

1. INTRODUCTION

Dans une premiére note [PALM, 1996], nous avons décrit quelques cartes de
contrdle classiques, valables pour les contrdles par mesures et pour les contrdles
par comptages. Ces cartes, qui correspondent aux cartes de SHEWHART propre-
ment dites, sont basées sur ’examen des caractéristiques de chacun des échantil-
lons pris isolément. De plus, pour 1’établissement de ces cartes, nous avons sup-
posé que les observations successives étaient indépendantes. Enfin, nous n’avons
considéré que des cartes basées sur ’observation d’une seule caractéristique.

(1) Chargé de cours associé & la Faculté universitaire des Sciences agronomiques de
Gembloux.



Nous examinons, dans la présente note, un ensemble de cartes de contréle
moins classiques. Nous consacrons d’abord un paragraphe aux cartes de controle
combinant les observations réalisées sur des échantillons successifs (paragraphe
2). Ensuite, nous considérons le cas de données non indépendantes (paragraphe
3) et des données multivariées (paragraphe 4). Nous terminons par quelques
informations complémentaires (paragraphe 5).

Les principes généraux relatifs & ces cartes sont décrits, notamment, par
MONTGOMERY [1991] et des références spécifiques seront données au fur et &
mesure de ’étude des différentes cartes.

Les exemples numériques, présentés & titre d’illustration, sont traités par
le logiciel Minitab en utilisant principalement les commandes MACHART et
EWMACHART et la macroprocédure %CUSUM. Les cartes de contrdle ont été
réalisées A partir de I'interface & menu déroulant et nous avons gardé les options
proposées par défaut pour les titres et les dénominations des axes qui apparais-
sent, par conséquent, en anglais dans les figures. Des informations concernant ces
commandes sont données dans le manuel d’utilisation [X, 1994]. Des résultats

pratiquement identiques auraient pu étre obtenus par d’autres logiciels et no-
tamment par SAS, par les procédures MACONTROL et CUSUM [SAS, 1995].

2. COMBINAISON DES RESULTATS
DE PLUSIEURS ECHANTILLONS

2.1. Principe

Lors de I’étude des cartes de contrdle de la moyenne [PALM, 1996], nous
avons insisté sur la difficulté de mettre en évidence des déréglements du procédé
de fabrication, du moins lorsque la modification de la moyenne n’est pas trés
importante. Les courbes d’efficacité ont montré, par exemple, que, pour une
taille de ’échantillon égale & 5 et un risque de premitre espece égal a 0,002, la
probabilité de ne pas détecter une modification de la moyenne égale & la moitié de
I’écart-type est égale & 0,98 et qu’il faudra, en moyenne, prélever 41 échantillons
successifs avant de se rendre compte qu’il y a effectivement eu modification de
cette moyenne.

Nous avons vu également que, pour diminuer le risque de ne pas mettre en
évidence une modification de la moyenne sans augmenter la taille des échantillons
et sans augmenter exagérément le risque d’une fausse alerte, une solution consiste
4 introduire dans les cartes de contrdle une série de régles complémentaires. Ces
régles tiennent compte de la position des points successifs sur la carte. Il s’agit en
fait d’une forme de combinaison des résultats de plusieurs échantillons successifs.

D’autres formes de combinaison peuvent étre envisagées et nous allons exa-
miner successivement les cartes de contrdle basées sur les moyennes mobiles, sur
les lissages exponentiels et sur les sommes cumulées. Ces cartes de contrdle peu-
vent étre utilisées A la fois pour des échantillons d’effectifs supérieurs & 'unité
ou pour des données individuelles et constituent des alternatives intéressantes



aux cartes de SHEWHART, surtout pour la mise en évidence de faibles modifi-
cations de la moyenne. Elles sont particuliérement appropriées pour le contréle
de la matiére premiére ou du produit fini résultant de procédés chimiques con-
tinus. L’effet de lissage caractérisant ces cartes traduit alors, dans une certaine
mesure, l'effet lié au mélange et & ’homogénéisation qui a lieu au cours des
procédés industriels ultérieurs [GRANT et LEAVENWORTH, 1980].

L'’utilisation de ces cartes suppose, comme pour les cartes de SHEWHART,
que les observations successives sont indépendantes et distribuées selon une loi
normale d’écart-type og.

2.2, Cartes de controle sur les moyennes mobiles

Plutét que de faire le contréle sur les valeurs individuelles z; ou sur les
valeurs moyennes Z;, on peut effectuer le contrle sur des moyennes mobiles(?),
z[, calculées sur les résultats des q échantillons les plus récents.

Dans le cas de données individuelles, la valeur Z; est la moyenne arithmé-
tique de 'observation z; et des ¢ — 1 observations précédentes :

j: = (zi—q-f—l +...4+ Ti—1 +$1)/qi

tandis que dans le cas d’échantillons d’effectifs n;, on remplace les valeurs indi-
viduelles par les valeurs moyennes correspondantes :

Z, = (Ficgt1 + ...+ Fio1 + Zi)/9q.

On notera que pour i < g, c’est-a-dire pour les premiers échantillons, les
moyennes mobiles sont calculées & partir de moins de ¢q valeurs. Ainsi, par exem-
ple, si g est égal & 3, la valeur Z) sera égale & z; ou & %, et la valeur %/, sera
égale & la moyenne de z; et z; ou de Z; et Zs.

Si l'effectif de 1’échantillon j est égal & n; et en considérant que n; vaut 1
s’il s’agit d’une valeur individuelle, la variance de z; ou de z; est égale & o3 /n;
et, pour i 2> q, la variance de Z;, est égale a:

a? 1 1 1
v(a‘::):q—g(n‘ +...+n'—l+;),
et — .

car . est, & la constante ¢ prés, la somme de ¢ variables considérées comme
indépendantes. Lorsque i < g, le nombre de termes intervenant dans ’expression
de la variance est égal & i et non A q et le dénominateur, ¢2, est remplacé par 2.

Si les effectifs n; sont égaux a n, la formule se simplifie et on a:
v()=0ol/gn sii>gq
et v(Z) =o03/in sii<q.
Les limites de contrdle des moyennes mobiles sont alors égales 4 :

mo:hm—c/z\/‘v(fi) ou mo+ky/v(z]),

3 En anglais : moving average control chart.




selon qu’elles sont exprimées en probabilité ou en fonction d’un multiple de
Perreur-standard.

Si mg et og sont inconnus, on les estime, par exemple & partir des h premiers
échantillons, comme nous ’avons signalé A propos des cartes de contrdle de
SHEWHART.

D’autre part, le choix de la constante ¢ conditionne 'importance du lissage :
plus cette constante est élevée, plus ’effet du lissage est important et plus la carte
de contrdle permet d’apprécier la tendance générale au détriment des fluctuations
de point & point. L’option par défaut proposée par Minitab est ¢ = 3.

Ce choix de ¢ peut également étre réalisé sur la base de la longueur moyenne
de la suite homogeéne'®), appelée aussi période opérationnelle moyenne, qui repré-
sente le nombre moyen d’échantillons qu’il faut prélever avant qu’un point ne
sorte des limites de contrdle. Cette longueur moyenne dépend du risque de
premitre espece, de 'importance de la modification de la moyenne, exprimée en
proportion de lerreur-standard de Z; et de la constante gq. NIANG et
SAPORTA [1995] ont établi la formule de calcul et présentent une table don-
nant les longueurs moyennes pour diverses.conditions. L’examen de ces tables
montre que des faibles modifications de la moyenne du procédé sont plus rapi-
dement mises en évidence avec des valeurs élevées de g. Par contre, les modifica-
tions importantes de la moyenne sont plus rapidement détectées avec des valeurs
relativement faibles de q.

Il faut noter aussi que les moyennes mobiles ne sont pas indépendantes
méme si les observations individuelles ou les échantillons le sont. Par conséquent,
l'interprétation de la succession des points n’est pas la méme que pour des
moyennes successives indépendantes. En particulier, on n’effectue généralement
pas les différents tests de détection de situations particuliéres décrits antérieure-
ment [PALM, 1996].

A titre d’illustration, nous avons repris les données traitées précédemment
et relatives aux poids égouttés de boites de purée de tomates, qui ont servi a il-
lustrer la détection de situations particulieres & ’aide des régles complémentaires
[PALM, 1996]. Nous considérons que la moyenne et I’écart-type du procédé va-
lent :
mg = 612,17 et o9 =40,185,

ces estimations ayant été déduites des observations réalisées au cours d’une phase
préliminaire. Les données utilisées pour la phase de contréle proprement dite ont
été simulées, en considérant une augmentation de la moyenne de 10 unités.

Les moyennes des premiers échantillons sont les suivantes :

615,4, 609,0, 652,2, 608,44, 6408, 611,0, 624,0...

En prenant arbitrairement ¢ = 5, on obtient les moyennes mobiles sui-
vantes :

6154, 612,2, 6255, 621,3, 6252 624,3, 627,3...

() En anglais : average run length, ARL.



Tableau 1. Erreurs-standards et limites de contréle des moyennes mo-

biles d’ordre 5.

Limites Limites
i Erreurs-standards  inférieures supérieures

1 17,97 558,3 666,1
2 12,71 574,0 650,3
3 10,38 581,0 643,3
4 8,99 585,2 639,1
>5 8,04 588,1 636,3
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Figure 1. Carte de contréle sur les moyennes mobiles (¢ = 5 et
m = mg + 10).

Le tableau 1 reprend, en fonction du numéro d ‘ordre, i, de I’échantillon,
'erreur-standard de la moyenne mobile et les limites de conﬁance calculées pour

k=3.

La figure 1, obtenue par la commande MACHART du logiciel Minitab,
donne la carte de contréle des moyennes mobiles d’ordre 5. On retrouve blen
pour les premieres valeurs, les résultats calculés ci-dessus. On constate que trois
points sont hors des limites de contréle, indiquant que le procédé n’est pas sous
contrdle, du fait de 'augmentation de 10 unités de la moyenne du procédé. Une

intervention aurait pu avoir lieu sur le procédé dés le 17'®™¢ échantillon.




2.3. Cartes de controle apres lissage exponentiel

Le lissage exponentiel simple est une technique développée dans le cadre de
1’étude des séries chronologiques. La méthode s’apparente au calcul des moyennes
mobiles dont il a été question au paragraphe précédent.

Rappelons que, dans le cas de la moyenne mobile et sauf pour les premiéres
valeurs, la valeur Z/ est la moyenne d’un nombre constant, g, de valeurs indivi-
duelles ou moyennes, chacune de ces valeurs ayant un poids identique.

Dans le cas de la carte de contrdle apres lissage exponentiel®), par contre,
on calcule une moyenne pondérée des observations passées, Z;, en accordant &
celles-ci des poids de plus en plus petits, au fur et & mesure que l'information
vieillit. De fagon plus précise, on a:

25 =A% + M1 = N Zim1 + A1 — A)? Zi2 + A(1 -N3zia+...,

) étant une constante, comprise entre 0 et 1. Dans cette relation, ainsi que
dans les relations qui vont suivre, Z; désigne la moyenne arithmétique du e
échantillon d’effectif n; ou la j**™¢ observation individuelle, n; étant alors égal

& l'unité.
La méthode porte le nom de lissage exponentiel car les poids:
w; = M1-)2),
qui constituent une progression géométrique et qui sont fonction de la constante
de lissage A, se situent sur une courbe exponentielle.

De facon stricte, pour que Z; soit réellement une moyenne pondérée des
observations du passé, il faut que la somme des w; soit égale & I'unité, ce qui
n’est vrai que si le nombre d’observations du passé est égal & l'infini. Aussi,
’équation est-elle généralement présentée par la formule de récurrence :

= A5+ (1= AT + M1 - N Z 2+ A1 - A2 Zi3+..] ,

c’est-a-dire également :
;=g + (1 - A)Z;_,.

Pour débuter le processus de lissage par cette formule de récurrence, il faut
disposer d’une valeur initiale z§, qu’on posera par exemple égale & la moyenne
mo. On aura alors :

Zi =2z +(1—-X)mo
= AZ2+ (1 - N)z],
et ainsi de suite.

Le choix du parametre ) se pose de fagon analogue au choix de ¢ dans le
cas de la moyenne mobile. En effet, il permet de donner un poids plus ou moins

(4) En anglais: exponentially weighted moving average control chart, EWMA control
chart.
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