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RESUME

Cette note présente une série de caractéristiques disponibles dans la litié-
rature et permettant essentiellement la détection de données influentes et des
situations de colinéarité, dans le cas de la régression linéaire. Une attention
particuliére est consacrée aux notions utilisées dans les programmes de régression
des logiciels Minitab et SAS. Deux exemples sont examinés, a titre d’illustrations.

SUMMARY

This note briefly reviews the main influence and collinearity diagnostics
which have been presented in the literature, in the context of linear regression.
A special attention is given to the diagnostics used by the Minitab and SAS
softwares. Two illustrative examples are given, too.

1. INTRODUCTION

Au cours des dix derniéres années, la régression linéaire a connu d’impor-
tants développements théoriques, notamment dans le domaine de la recherche
d’observations extrémes (données anormales ou influentes) et de la détection de
la colinéarité.

Différentes caractéristiques ont été proposées pour aider l'utilisateur lors de
I'examen des données et de la validation des équations de régression, et les ver-
sions récentes des logiciels statistiques permettent le calcul de ces caracterlsthues
ou, du moins, d’une partie d’entre elles.

(1) Chef de travaux et Maitre de conférences 4 la Faculté des Sciences Agronomiques de 1'Etat,
4 Gembloux.



L’utilisateur se trouve donc assez automatiquement en face de documents
imprimés contenant un ensemble d’informations dont il ne comprend pas toujours
trés bien la signification.

L’objectif de cette note est de présenter, de fagon succincte, une série de
notions assez récentes et souvent mal connues des utilisateurs non statisticiens
des logiciels de régression. Une attention particuliére sera consacrée aux notions
utilisées dans les programmes de régression des logiciels Minitab et SAS.

Aprés quelques informations préliminaires relatives a la présentation des
données et au modele théorique (paragraphe 2), nous consacrerons un para-
graphe aux notions classiques d’estimation des parametres, de variance résiduelle
et de coefficient de détermination (paragraphe 3). Nous définirons ensuite les
prédictions et différents types de résidus (paragraphe 4). Les mesures de P'influ-
ence des individus seront alors présentées au paragraphe 5 et les outils permet-
tant de mettre en évidence la colinéarité au paragraphe 6. Quelques informations
concernant les représentations graphiques seront données dans le paragraphe 7.
Le paragraphe 8 sera consacré i ’examen de certaines procédures particulie-
res des logiciels Minitab et SAS, et deux exemples seront examinés, a titre
d’illustrations, aux paragraphes 9 et 10. Enfin, nous terminerons par quelques
conclusions (paragraphe 11).

Des informations complémentaires concernant les notions classiques de ré-
gression peuvent étre trouvées dans de nombreux ouvrages généraux de statis-
tique et notamment dans les livres de DAGNELIE [1979-1980, 1982). Pour les
notions plus nouvelles, on trouvera des informations complémentaires dans les
éditions récentes d’ouvrages généraux consacrés a la régression, tels que ceux
de DRAPER et SMITH [1981] et de WEISBERG [1985], et dans les livres trés
spécialisés de ATKINSON [1986], de BESLEY et al. [1980] et de COOK et
WEISBERG [1982].

On notera que le vaste et classique probléme de la sélection des variables en
régression linéaire multiple ne sera pas traité de facon systématique dans cette
note. Une synthése bibliographique a été faite par THOMPSON [1978a, 1978b]
et le sujet est bien développé par DRAPER et SMITH [1981]. De méme, le
probléme de I'autocorrélation des résidus ne sera pas abordé. Des informations
A ce sujet sont données, notamment, par DRAPER et SMITH [1981] et par
PALM [1986].

2. DONNEES ET MODELE THEORIQUE

Les valeurs observées de la variable dépendante constituent le vecteur y,
de dimensions n x 1:

n
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Les valeurs observées des p variables explicatives constituent la matrice X,
de dimensions n x p:
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Quant au modéle théorique, il peut étre écrit de la fagon suivante pour tout
individu caractérisé par un vecteur =, de variables explicatives:

Yo = 1241 + Bazaa + "'+'6P$*P +e,. =20 +¢,,

avec:
B
a=| "1,
Bs
et:
Zo=[2a Ty - T

De plus, et pour autant qu’on envisage la réalisation de tests statistiques
ou le calcul de limites de confiance, on considére que les résidus e, sont des
réalisations indépendantes d’une méme variable aléatoire normale, de moyenne
nulle et d’écart-type o.

On constate que ce modéle théorique ne présente pas de terme indépendant
de fagon explicite. Si on souhaite un terme indépendant, il suffit de considérer

qu'une variable explicative est constante et égale & 1'unité. Pour tout individu,
on a alors, par exemple:

Te1 = 1.

Dans ce cas, la matrice X des observations relatives aux variables explica-
tives contient également une colonne de valeurs égales & I'unité, par exemple :

3:11::1:21=...:zn1=1.

De fagon générale, il ne sera pas nécessaire de dissocier, par la suite, la
régression par l'origine et la régression avec terme indépendant, et p désignera
toujours le nombre total de paramétres de I’équation.



3. ESTIMATION DES PARAMETRES, VARIANCE RESIDUELLE
ET COEFFICIENT DE DETERMINATION

En désignant par e le vecteur, de dimensions n x 1, des n résidus observés:

on peut écrire la relation matricielle suivante:
y=XB +e,

e
3 étant le vecteur estimé des paramétres de ’équation de régression.

L’estimation au sens des moindres carrés du vecteur 8 consiste & minimiser
la quantité:
n
A/ Ay — of o — 2
(v—XB)Y(y-XB)=ee=) ¢,
i=1

et on obtient la solution suivante:
B=(X'X)1X'y.
Dans cette relation, la matrice X’ X, de dimensions p x p, est la matrice
des sommes des carrés et des produits des variables explicatives. En particulier,

si tous les é)éments de la premiére colonne de X sont égaux & 'unité, la matrice
X'X présente la structure suivante:
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Le vecteur X'y, de dimension p x 1, contient les sommes des produits des
valeurs de la variable & expliquer et des différentes variables explicatives. Si tous



les éléments de la premiére colonne de X sont égaux & l'unité, le premier élément
du vecteur X'y est égal i la somme des valeurs de la variable & expliquer.

Enfin, une estimation de la variance résiduelle, 2, est donnée par la relation
suivante;
~y _ €e

=

et la matrice des variances et covariances du vecteur 8 est donnée par:

v(B) = (X' x)

La quantité e’e, qui représente la somme des carrés des écarts des résidus,
peut encore s’écrire:

de=y'y—p'X'y,

y'y étant la somme des carrés des observations y; et 5" X'y étant la somme des
carrés expliquée par la régression.

Ces différentes sommes de carrés peuvent étre présentées dans un tableau
d’analyse de la variance (tableau 1).

Tableau 1. Tableau d’analyse de la variance: cas général.

Sources de Degrés de Sommes des Carrés
variation liberté carrés moyens
. ~f
Régression p B X'y CM, s
Reésidus n—p ee 72
Totaux n v'y

Dans le cas ol I'équation de régression contient un terme indépendant,
on divise généralement la source de variation “régression” en deux parties. La
premiére somme de carrés, liée & la présence du terme indépendant, posséde

n

un degré de liberté et vaut (E y.»)Q/n. La seconde somme de carrés, liée & la
i=1
présence des autres parameétres, possede p — 1 degrés de liberté et vaut:

B'x'y - O w)/n.
=1

Sur base de cette derniére décomposition, on peut établir un tableau

d’analyse de la variance légérement différent du tableau 1 mais plus classique
(tableau 2).



Tableau 2. Tableau d’analyse de la variance: régression avec terme
indépendant.
Sources de Degrés de Sommes des Carrés
variation liberté carrés des écarts moyens
. e = 2
Régression p—1 B Xy— (z y.-) /n CM,¢q
i=1
Résidus n—p e'e 72
= 2
Totaux n—1 vy — (z yg) /n
i=1

D’autres décompositions des p degrés de liberté liés a la régression sont
couramment effectuées; elles font notamment appel au concept de régression
partielle. Ces décompositions sont utilisées, par exemple, pour tester la signifi-
cation des coefficients de régression partielle.

La décomposition de la somme des carrés des écarts totale donnée dans le
tableau 2 permet de définir le coefficient de détermination:

Bx'y- (im) 2/" ;

Rz s =1 =1 ee
n ] n 2 ]
vy- (S u) /n yy- (S u) /n

=1 i=1

qui représente la part de la variance de y qui est expliquée par la régression.
On peut également tenir compte des nombres de degrés de liberté et définir le
coefficient de détermination ajusté:

ee/(n—p)

[y’y— (i y.-)z/n]/(ﬂ -1)

R=1- =1—(1—R’)(E).

n-p

Ce coefficient de détermination ajusté est une estimation moins biaisée de
la valeur théorique correspondante que le coefficient R* [DAGNELIE, 1982).

Dans le cas de la régression par lorigine, le coefficient de détermination
multiple est généralement défini par la relation:

/
Rzzl—T
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